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 Don Quijote, Capítulo XVII, 2ª parte 
…………… 
Llegó en esto el carro de las banderas, en el cual no venía otra gente que el carretero, en las 
mulas, y un hombre sentado en la delantera. Púsose don Quijote delante y dijo: 
—¿Adónde vais, hermanos? ¿Qué carro es este, qué lleváis en él y qué banderas son aquestas? 
A lo que respondió el carretero: 
—El carro es mío; lo que va en él son dos bravos leones enjaulados, que el general de Orán 
envía a la corte, presentados a Su Majestad; las banderas son del rey nuestro Señor, en señal 
que aquí va cosa suya. 
¿Y son grandes los leones? —preguntó don Quijote. 
—Tan grandes —respondió el hombre que iba a la puerta del carro—, que no han pasado 
mayores, ni tan grandes, de África a España jamás; y yo soy el leonero y he pasado otros, pero 
como estos, ninguno. Son hembra y macho: el macho va en esta jaula primera, y la hembra en la 
de atrás, y ahora van hambrientos porque no han comido hoy; y, así, vuesa merced se desvíe, 
que es menester llegar presto donde les demos de comer. 
A lo que dijo don Quijote, sonriéndose un poco: 
—¿Leoncitos a mí? ¿A mí leoncitos, y a tales horas? Pues ¡por Dios que han de ver esos señores 
que acá los envían si soy yo hombre que se espanta de leones! Apeaos, buen hombre, y pues sois 
el leonero, abrid esas jaulas y echadme esas bestias fuera, que en mitad desta campaña les daré 




Oído lo cual por Sancho, con lágrimas en los ojos le suplicó desistiese de tal empresa, en cuya 
comparación habían sido tortas y pan pintado la de los molinos de viento y la temerosa de los 
batanes y, finalmente, todas las hazañas que había acometido en todo el discurso de su vida. 
—Mire, señor —decía Sancho—, que aquí no hay encanto ni cosa que lo valga; que yo he visto 
por entre las verjas y resquicios de la jaula una uña de león verdadero, y saco por ella que el tal 
león cuya debe de ser la tal uña es mayor que una montaña. 
Del mismo modo, de la medida de un observable, y con un poco de imaginación, se puede construir un 





En esta memoria se presenta un modelo semiclásico de magnetotransporte de 
sistemas electrónicos bidimensionales, confinados en heteroestructuras 
semiconductoras, y donde los electrones están afectados por los la interacción espín-
órbita, tanto la producida por potenciales externos (efecto Rashba) como la producida 
por el potencial intrínseco cristalino (efecto Dresselhauss), como se detalla en los 
trabajos publicados y presentados en esta memoria, y que son fundamento de esta Tesis. 
El modelo reproduce los resultados experimentales medidos por diversos autores, tanto 
de las oscilaciones de Shubnikov-de Haas, como las mesetas del efecto Hall cuántico. 
Abstract 
In this paper we present a semiconductor model of magnetotransport of two-
dimensional electronic systems, confined in semiconductor heterostructures, and where 
the electrons are affected by the spin-orbit interaction, produced by external potentials 
(Rashba effect) and/or produced by the potential crystalline intrinsic (Dresselhauss 
effect), as detailed in the works published and presented in this report, and which are the 
basis of this Thesis. The model reproduces the experimental results measured by various 




1 .............................................................................................................. 1 Introducción
2 .......................................................................... 5 Sistema Electrónico Bidimensional
2.1 .............. 5 Sistema Electrónico Bidimensional confinado en un Pozo Cuántico.
2.2 .................. 8 Sistema Electrónico Bidimensional con Interacción Espín-Órbita
2.2.1 
 8 




Interacción Espín-Órbita producida por la Asimetría del Potencial de 
Confinamiento en la Heteroestructura
2.3 .. 15 Sistema Electrónico Bidimensional en Presencia de un Campo Magnético
2.3.1 
......................................................................................... 16 




Sistema Electrónico Bidimensional en un Campo Magnético sometido a 
Interacción Espín-Órbita del tipo SIA.
3 .................................................................................................. 23 Magnetotransporte
3.1 ....................................................... 23 Teoría Clásica de la Magnetoconducción
3.2 ................................... 25 Aproximación Semiclásica de la Magnetoconducción
3.2.1 
................................... 26 
Función de Distribución de un Sistema Electrónico Bidimensional 
sometido a un Campo Eléctrico y a un Campo Magnético.
3.2.2 ........................................................................... 28 Magnetoconductividad
3.3 ............. 33 Efecto Hall Cuántico Entero y Oscilaciones de Shubnikov-de Haas
4 ................................................................................................................. 37 Artículos
4.1 
 39 
Artículo: Rashba spin–orbit coupling in a two-dimensional electron system 




Artículo: Rashba spin-orbit coupling effect on the quantum Hall 
magnetoresistivity. M. A. Hidalgo, R. Cangas. Physica E 42 (2010) 1329-1332.
4.3 
......................................................................... 45 
Artículo: Spin magnetotransport in a two-dimensional electron system 
confined in a quantum well. R. Cangas, M.A. Hidalgo. Semiconductor Science and 
Technology 26 (2011) 105016 (7pp).
4.4 
................................................................................................... 49 
Artículo: Magnetotransport in a two-dimensional system confined in wurtzite 





Artículo: Influence of the Spin–Orbit Interaction on the Magnetotransport 
Properties of a Two-Dimensional Electron System. R. Cangas, M. H. Hidalgo,  SPIN 
Vol. 5, No. 3 (2015) 1530003 (13 pages), World Scientific Publishing Company.
5 ........................................................................................................... 55 Conclusiones
6 ............................................................................................................. 57 Referencias
7 ..................................................................................................... 61 Agradecimientos
8 .................................................................................................................. 63 ANEXO
ix 
x 
Capítulo 1  -  Introducción 
Capítulo 1 
1 Introducción  
En esta memoria se detallan los cálculos de relevancia en el trabajo de 
investigación realizado para la obtención del título de Doctor, que consiste en el estudio 
y modelización de las propiedades de magnetotransporte de un SE2D  en presencia de 
IEO, y que no se explicitan en los artículos presentados para la defensa de esta Tesis 
Doctoral, puesto que estos han sido publicados en revistas especializadas en las que se 
obvia este tipo de cálculos. 
En el documento se describe un modelo semiclásico de magnetotransporte aplicado 
a un sistema electrónico bidimensional (SE2D), el cual está confinado en una 
heteroestructura semiconductora, estando los electrones de dicho sistema afectados por 
interacción espín-órbita (IEO). Dicha interacción está producida por potenciales 
eléctricos, tanto por el potencial intrínseco cristalino, como por el potencial extrínseco 
creado en la formación de dicha heteroestructura. Una de las técnicas utilizadas para 
medir la influencia de la IEO en los SE2D,  se basa en la magnetoconducción, y en 
concreto las oscilaciones SdH en condiciones de medida de efecto Hall cuántico, es 
decir, en sistemas bidimensionales con pocos defectos e impurezas, y a temperaturas 
próximas a 0K . Dicho modelo semiclásico de magnetotransporte se ha desarrollado en 
la aproximación monoelectrónica, y donde se han utilizado los siguientes argumentos y 
aproximaciones: uso de la aproximación de la masa efectiva para los electrones,  la 
función estadística de distribución de los estados energéticos es la de Fermi, el 
transporte de portadores se rige por la ecuación de transporte de Boltzmann en la 
aproximación del tiempo de relajación. El Hamiltoniano de los portadores contiene un 
término de IEO que modificará los valores de la magnetorresistividad.  
Por otro lado, el modelo semiclásico de magnetotransporte presentado en este 
trabajo está basado en dos suposiciones físicas: la primera es la existencia de un flujo de 
electrones desde (hacia) el pozo cuántico donde esta confinado el SE2D hacia (desde) la 
heteroestructura  (la heteroestructura se comporta como una fuente/sumidero de 
portadores), y donde variaciones en la concentración del SE2D se producen con 
variaciones despreciables de la concentración en el entorno 3D de la heteroestructura; la 
segunda suposición física es que no solo el campo magnético externo rompe la 
degeneración del espín, sino también la IEO, dividiendo cada SE2D en dos subsistemas 
con espín paralelo y antiparalelo al campo magnético, respectivamente. La primera 
suposición implica un valor constante del nivel de Fermi en el SE2D, estando fijado este 
por el entorno tridimensional que rodea al sistema. La segunda indica que el SE2D se 
puede tratar como la suma de subsistemas independientes con espines opuestos.  
La electrónica ha evolucionado a lo largo de su corta historia con el desarrollo de 
dispositivos cada vez más pequeños, llegando actualmente a la realización de 
estructuras semiconductoras con tamaño del orden de decenas de Angstrom (Å) 
( ). Las técnicas de crecimiento epitaxial han permitido la creación de 
estructuras donde es posible realizar el confinamiento de electrones en una dirección, 
101Å=10 m
como por ejemplo el pozo cuántico formado en la heterounión de dos materiales 
1 
Capítulo 1  -  Introducción 
semiconductores diferentes. Cuando la longitud de confinamiento es menor que la 
“longitud de onda de De Broglie”, el sistema electrónico se comporta como un sistema 
electrónico bidimensional (SE2D) [1] (realmente el sistema es cuasi-bidimensional, ya 
que tiene un espesor físico determinado en la dirección de confinamiento). Las 
características cuánticas de dicho SE2D tienen consecuencias a nivel macroscópico. De 
hecho, una de las manifestaciones cuánticas más importantes en el SE2D es el “efecto 
Hall cuántico” (EHC).  
El EHC fue observado en 1980 por K. v. Klitzing et al. [2] cuando medían la 
magnetoconducción de un sistema electrónico bidimensional a muy bajas temperaturas 
(próximas a 0K). Dicho SE2D estaba confinado en la capa de inversión de un  transistor 
de efecto campo. La característica más significativa del EHC es la aparición de valores 
constantes de la magnetorresistividad Hall ( Hall ), observados  a determinados valores 






     (1-1) 
onde h es la constante de Planck, e es la carga del electrón, e “i” es un número entero d
(se asume que el SE2D está en el plano (x,y), y el campo magnético está aplicado en la 
dirección z). Estos valores experimentales son  independientes del material utilizado en 
la fabricación del dispositivo donde se confina el sistema electrónico. Por otro lado, otro 
resultado característico en esta medida de magnetoconducción, son las oscilaciones de 
Shubnikov-de Haas (SdH), en las que aparecen valores de la magnetorresistividad 
diagonal xx cercanos a cero (incluso de valor cero), observados en intervalos del campo 
magnético coincidentes con la aparición de los valores cuantizados de  Hall .  La figura 
1.1 muestra las magnetorresistividades Hall y diagonal en función del campo magnético 
aplicado, calculadas en un SE2D confinado en la capa GaAs de una heterounión de 
AlxGa1-xAs/GaAs [3]. En dicha figura  se muestra cómo Hall  es constante en 
determinados intervalos del campo aplicado, manifestándose la aparición de “mesetas” 
con valores de la magnetorresistividad xy dados por la relación (1-1). Para estos 
mismos intervalos del campo, la magnetorr stividad esi xx presenta valor cero (o valores 
mínimos). 
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Fig. 1.1  Representación de las  magnetorresistividades Hall (azul)  y diagonal (negro) frente 
al campo magnético aplicado, calculadas con el modelo teórico descrito en este trabajo . El 
valor de “i” sobre las “mesetas” corresponde al definido en la ecuación (1-1). 
Por otra parte, es importante mencionar que en el proceso de conducción 
eléctrica, no solo existe la posibilidad de controlar la carga, sino también el espín  de los 
electrones por medio de un campo magnético (o eléctrico), dando lugar a la creación de 
una nueva disciplina [4]: Espintrónica. En 1990 S. Datta y B. Das [5] propusieron un 
transistor donde controlaban la polarización del espín de los electrones por medio de un 
campo eléctrico y la interacción espín-órbita (IEO).  En este dispositivo se inyectan 
electrones con el espín polarizado en una dirección determinada, en el canal creado en 
el SE2D bajo el contacto de puerta, siendo recolectados por electrodos ferromagnéticos. 
La idea básica de este dispositivo es controlar la orientación del espín con el voltaje de 
puerta, y por tanto controlar la corriente de carga asociada. Uno de los factores 
determinantes que afectan al desarrollo de la espintrónica es el control de la IEO, 
producida tanto por la interacción de los electrones con los potenciales internos de la red 
cristalina, como con los formados en heterouniones donde está confinado el SE2D. Los 
primeros estudios de interacción espín-órbita fueron realizados por  G. Dresselhauss 
(1955) [6], quien analizó la IEO producida por el campo eléctrico intrínseco del cristal, 
y por E.I. Rashba (1960) [7,8] , quién estudió  la interacción del electrón con el campo 
eléctrico creado por la asimetría del potencial de la heterounión semiconductora que 
contiene al SE2D. En 1989 Das et al. [9] obtuvieron una evidencia experimental del 
desdoblamiento de espín producido por el potencial asimétrico creado en una 
heterounión semiconductora.  
Los estudios pioneros en España sobre el efecto Hall cuántico fueron realizados 
por el Instituto de Ciencia de Materiales del Consejo Superior de Investigaciones 
Científicas. No sólo llevaron a cabo medidas experimentales del efecto Hall cuántico 
entero, sino que abordaron el análisis teórico del fenómeno, tratando de entender los 
mecanismos físicos teóricos responsables del mismo [10-12]. 
Este documento describe el modelo semiclásico de  magnetotransporte mencionado 
anteriormente, y se estructura de la siguiente manera:  
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 en el capítulo 2 se describe un SE2D confinado en un pozo de potencial en una
heterounión semiconductora, y la modificación de los estados energéticos al
someter el sistema a la IEO, tanto la producida por el potencial intrínseco del
cristal (efecto Dresselhauss), como la producida por la asimetría del potencial de
confinamiento (efecto Rashba). Se describe el sistema cuando está inmerso en
un campo magnético y la IEO está presente, y en concreto se determina la
densidad de estados en estas condiciones, tanto cuando el SE2D ocupa una o
más de una subbanda del pozo.
 en el capítulo 3 se desarrolla el modelo semiclásico de magnetotransporte,
obteniéndose el tensor de magnetoconductividad (magnetorresistividad), y
explicando la aparición de mesetas en la magnetorresistividad Hall. Se analiza el
comportamiento de las magnetorresistividades cuando la IEO está presente,.
 en el capítulo 4 se describen los resultados obtenidos en los cuatro artículos
publicados.
 en el ANEXO se adjunta una copia de los artículos publicados por el autor.
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2 Sistema Electrónico Bidimensional 
2.1 Sistema Electrónico Bidimensional confinado en un Pozo 
Cuántico. 
Un sistema electrónico bidimensional (SE2D) es aquel en el que el movimiento de 
los electrones está confinado en una dirección (normalmente la dirección z), 
permitiéndose el movimiento de los mismos en el plano perpendicular a la dirección de 
confinamiento (plano  (x,y)). La realización de un SE2D se obtiene confinando 
electrones en un pozo cuántico, como el formado en la unión SiO2-Si de un MOSFET 
(transistor de efecto campo) [13], tal como se muestra en la figura 2.1a. En estos 
dispositivos se puede controlar experimentalmente la concentración de los electrones 
del SE2D por medio del potencial de puerta. Este potencial  atrae y confina los 
electrones en la zona p-Si de la unión p-Si/SiO2/Metal. Los niveles energéticos 
electrónicos correspondientes están representados en la figura 2.1b, donde EC  y EV  
representan las bandas de conducción y valencia, respectivamente, y EF el nivel de 
Fermi. El pozo creado es del tipo triangular (ver mas abajo), y la profundidad del mismo 
puede regularse con el potencial  aplicado a la puerta.  
Fig. 2.1a  Sistema electrónico bidimensional 
confinado en un transistor de efecto campo 
(MOSFET). 
Fig. 2.1b  Pozo cuántico formado por la 














Otro tipo de confinamiento de un SE2D es el que se produce, por ejemplo,  en el 
pozo cuántico creado en la unión de dos semiconductores diferentes de la familia III-V, 
tal como AlxGa1-xAs-GaAs [14]. A la unión de dos semiconductores diferentes  se 
denominará en esta memoria “heterounión semiconductora”. Esta heterounión forma 
parte de una estructura formada por varias capas de semiconductoras, con o sin dopar, 
que forman el dispositivo, y que se denominará “heteroestructura semiconductora”. 
Supongamos que unimos un material de AlxGa1-xAs con dopado “n” con otro de GaAs 
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sin dopar. Cuando ambos materiales se unen, en equilibrio se iguala el potencial 
químico (Energía de Fermi EF), curvándose las bandas tal como se muestra en la figura 
2.2, quedando atrapados los electrones en la interfaz AlGaAs/GaAs, donde se ha creado 
un pozo cuántico por la disminución de la energía de la banda de conducción en el 








Fig. 2.2 Curvatura de la bandas de conducción de la  heterounión AlxGa1-xAs-
GaAs y  formación del pozo cuántico originado por dicha curvatura.   
En ambos tipos de confinamiento es usual modelizar el pozo cuántico como un 
pozo infinito triangular [15], estando la energía de los electrones está cuantizada en 
niveles energéticos (subbandas) de valor 
 
1 3 2 32
*









donde es el índice de la subbanda,  es el campo eléctrico perpendicular al 
sistema,  es la carga del electrón,  la masa efectiva del electrón, y 
1 2 3i , , ,.
e
E
*m 2h  . La 
figura 2.2 muestra los niveles energéticos 1 2 ) del pozo y el nivel de Ferm FE ) 
del sistema.  Otro tipo de aproximación de pozo cuántico, utilizado en heterouniones 
semiconductoras de elementos III-V, es el pozo rectangular infinito. Los niveles 
energéticos del pozo  vienen determinados por la relación  
( E , E i (
   2 28 *iE i m  d (2.1b) 
 donde  es la anchura del pozo.  d
Como hemos asumido,  la dirección de confinamiento es el eje z, los electrones 







donde  x yk ( k ,k )

 es el vector de onda del electrón, y donde se ha utilizado la 
aproximación de la masa efectiva. Los electrones del SE2D pueden ocupar los estados 
energéticos de la primera subbanda del pozo ( 1iE  ), o los estados de varias subbandas 
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( ). La figura 2.3a muestra la relación de dispersión (Ec. 2-2) de un SE2D confinado 
en un pozo con 2 subbandas ocupadas. Cuando están ocupadas dos subbandas, se puede 
considerar al SE2D como un sistema formado por dos subsistemas independientes, 
relacionados con los niveles  y , respectivamente. Teniendo en cuenta que la 




 * 2m D E  [15] (donde se ha tenido en cuenta la degeneración de espín), la
DdE asociada a cada subbanda   se expresa como iE
*
2( ) ; ii
mD E E FE 
E   (2-3) 
donde   es el nivel de Fermi del sistema. En la figura 2.3b se representan las 
densidades de estados de los dos subsistemas (Ec. 2-3). 
FE
Fig. 2.3a  Relación de dispersión de dos 
subsistemas electrónicos con energías  y  




Fig. 2.3b  Densidad de estados del SE2D formado 
por dos subsistemas electrónicos confinados en un 
pozo cuántico.  
De este modo, en el caso de dos subbandas ocupadas la concentración total de 
electrones se obtiene con la expresión 
       
1 2
1 2 0 01e e e
E E
n n n f E f E D E dE
 
     2E D

dE (2-4) 
donde   y  son las concentraciones en las subbandas  y  , respectivamente, y 1en 2en 1E 2E
   0 ( )f E 1 1FE E K   exp T   la función de distribución de Fermi en equilibrio.
A temperaturas próximas al cero absoluto se puede considerar   10f E  en el intervalo 
  y  si  , simplificándose la ecuación (2-4) de la forma: i FE E E  0 0f E  FEE 
   
* *
1 2 22e e e F
m mn n n E E E

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Por otro lado, cuando 0KT  ,  a partir de la densidad de portadores de 
cualquiera de las subbandas ocupadas, se puede determinar el nivel de Fermi del SE2D 
mediante la expresión [16] 
  2 *ln exp ( ) 1F i eiE E KT n kTm      (2-6) 
 tendiendo a  2F i ei
*E E n   m cuando 0KT  . 
Para estimar los órdenes de magnitud de las expresiones anteriores, se supone un 
pozo cuántico triangular formado en el compuesto InGaAs, con una concentración de 
portadores , con masa efectiva  ( es la masa del electrón 
libre). El campo eléctrico formado en el pozo se ha calculado mediante la relación 
16 -23 10 men  
 
*
00.05m  m 0m
02e rE e n   3r  ( 1 
eV ,
.
1 2.77en  
), obteniéndose un valor de . Los niveles de 
energía de las dos primeras subbandas calculados con la Ec. (2-1a) son  
y  respectivamente, y el valor de la energía de Fermi  calculada a 0KT 
Ec. (2-5), 0FE  valor del nivel de Fermi con respecto a 
determina la ocupación de las subbandas. En este caso, las concentraciones en cada 
subbanda, son   y , respectivamente.   
7 Vm-1
c   El 
2.09
15 -210 m 
10
1 0.161 eVE 
iE
2 0.283E 
on la 294 eV .
16 -210 m 2 2.30en
2.2  Sistema Electrónico Bidimensional con Interacción Espín-Órbita 
La interacción espín-órbita (IEO) es la interacción del espín de la partícula con el 
movimiento de la misma cuando está en presencia de un campo eléctrico, produciendo 
un cambio en el estado energético de la partícula. Un electrón que se mueve a una
velocidad  en el seno de un campo eléctrico v E

, está afectado en su sistema de 
referencia, por la presencia de un campo magnético efectivo 2vefB E c 
  . El cambio de 
energía debido a la IEO puede asimilarse a un cambio energético por efecto Zeeman, 
debido a la presencia de este campo magnético efectivo.  
Como se ha indicado en la introducción de esta memoria, en sistemas electrónicos 
confinados en heteroestructuras semiconductoras, los electrones pueden estar sometidos 
a IEO por interacción con el potencial cristalino del material, y/o por la interacción con 
el campo eléctrico producido por la asimetría del potencial de confinamiento en dicha 
heteroestructura.  
2.2.1  Interacción Espín-Órbita producida por la Asimetría del Potencial 
Cristalino 
La simetría del potencial cristalino del material donde está confinado el sistema 
electrónico,  juega un papel fundamental en el cálculo de los estados energéticos de los 
electrones [15], como ocurre en cristales III-V (con estructura del tipo Blenda) o en 
cristales del tipo GaN (Wurtzita) [19]. Cuando el potencial cristalino no tiene simetría 
de inversión, los electrones estarán afectados por un campo eléctrico, cuya intensidad 
8 
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dependerá de la dirección de movimiento de los mismos, poniéndose de manifiesto la 
interacción espín-órbita. La IEO debida a este efecto se refiere en la literatura con las 
siglas BIA (del inglés Bulk Inversion Asymmetry),  y fue estudiada teóricamente por G. 
Dresselhauss en 1955  [6] (de hecho, al acoplamiento espín-órbita por efecto  BIA 
también se le denomina efecto Dresselhauss).  
En compuestos III-V, el Hamiltoniano de la IEO del tipo BIA viene dado por la 
expresión 
     2 2 2 2 2 2BIA x x y z y y z x z z x yH k k k k k k k k k           (2-7) 
donde las direcciones  x, y,z  se corresponden con los ejes cúbicos cristalográficos, 
 x y zk k ,k ,k

es el vector de onda, y  x y z, ,    son las matrices de Pauli.  En un 
sistema electrónico cuasibidimensional (con un valor finito del espesor del sistema en la 
dirección de confinamiento), con dirección de confinamiento “ ”, el Hamiltoniano (2-
7) se simplifica a
z
   2 2BIA z x x y y y x x x y yH k k k k k k k         2    (2-8) 
donde representa el valor medio, y   es un parámetro  que depende del material 
[20]. Al producto 2zk  se  le denomina “parámetro Dresselhauss  ”. En un pozo de 
anchura d  se  puede considerar la relación  22zk  d  [21,22].   
 Para hacer una estimación de la energía de IEO involucrada, se supone como 
ejemplo un SE2D confinado en un pozo rectangular de anchura 20nmd  , formado en 
una heterounión  In0.1Ga0.9As/GaAs. Suponiendo una  concentración electrónica en 
dicho pozo , se obtiene un valor de la energía de Fermi , 
y un vector de onda (se ha supuesto ocupada solo la primera 
subbanda, con un valor de referencia 
15 -25 0 10 men . 
F
0 02eVFE .
2 13 15 10 mk . 
1E
6 -2
0 ) . Por otro lado, en un pozo con estas 
características, se ha obtenido experimentalmente un valor de   de   
[23,24],  siendo el valor  del parámetro Dresselhauss  
30 310 eVm7 5. 
2 131 9 10 eVmk . z    , 
donde se ha tenido en cuenta   2 1 mzk
2 0BIA F
6 -22.5 10 
E k 
  . Con estos datos se obtiene un valor 
de la energía de IEO del tipo BIA . En la referencia [23] se 
detallan diferentes valores experimentales de 
4107.  eV
  medidos en pozos formados en 
heterouniones InGaAs/GaAs y  AlGaAs/GaAs.     
El Hamiltoniano expresado en (2-8) tiene un término que depende (linealmente) 
con , y otro termino que depende con  Si el SE2D está confinado en un pozo con 
espesor muy pequeño (decenas de 
k 3k .
Å ) se cumple 2zk 
2
Fk   [23], y en la Ec. (2-7)  se 
puede despreciar el término cúbico en  frente al término lineal, reduciéndose en este 
caso el Hamiltoniano (2-8) a la expresión: 
k
9 
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BIA x x y yH k k      (2-9) 
Como se ha indicado anteriormente, la IEO se puede asemejar a un efecto 
Zeeman, es decir, a la interacción del momento magnético del electrón con el campo 
magnético efectivo. Por tanto la orientación del espín del electrón debido a la IEO del 
tipo BIA está determinada por este campo, obtenida por medio de la correspondencia 
 [23,25]. Así pues, suponiendo una dependencia lineal de la IEO, las 
componentes del campo efectivo dependen del vector de onda por  
BIA BIAH  
 B
 ,BIA x yB k k

 . La 




Fig. 2.4  Orientación del campo magnético efectivo en puntos de la 
superficie (circunferencia) de energía constante debido a la IEO del 




De modo que para cada valor  de  x yk k ,k

 existen dos valores de la energía (en 





   (2-10) 
donde los signos   se corresponden con los estados energéticos con espín paralelo (-)/ 
antiparalelo (+) a BIAB

, y  es la energía de la subbanda “ i ” del pozo cuántico donde 
está confinado el SE2D. En la referencia [26] se encuentra una descripción completa de 
los autovalores y autofunciones del Hamiltoniano (2-8).  
iE
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2.2.2 Interacción Espín-Órbita producida por la Asimetría del Potencial de 
Confinamiento en la Heteroestructura 
Como se ha indicado anteriormente, en heteroestructuras formadas por distintas 
aleaciones de elementos de los grupos III y V (AlGaAs/GaAs, InGaAs/InAs, 
InGaN/GaN,..), el SE2D está confinado en el pozo cuántico creado en la heterounión 
semiconductora dentro de la heteroestructura que forma el dispositivo. Estos electrones 
también pueden estar polarizados en espín  incluso sin necesidad de aplicar ningún 
campo  eléctrico y/o magnético externos, debido al campo eléctrico de confinamiento, 
siendo dicho campo responsable de la IEO. A este tipo de IEO se le denomina en la 
literatura con las siglas SIA (del inglés Structure Inversion Asymmetry). El primer 
estudio teórico fue realizado por Rashba en 1960 [7,8] (de hecho, al acoplamiento 
espín-órbita por efecto SIA también se le denomina efecto Rashba). En 1989 Das B. et 
al. [9] observaron y analizaron el desdoblamiento de espín, causado por este efecto en 
portadores de un SE2D confinados en una heteroestructura InGaAs/InAlAs.  
El Hamiltoniano de interacción espín-órbita para los electrones confinados en 
dicho pozo está dado por  la expresión [8] 
 SIAH n k   
         (2-11) 
 
donde   es el “parámetro Rashba”, n  es un vector unitario en la dirección del campo
eléctrico,  y  es el vector de onda del electrón. Si la dirección de confinamiento es , 




SIA x y y xH k k      (2-12) 
Utilizando un modelo simple de confinamiento del SE2D en un pozo cuántico, el 
campo eléctrico se puede calcular en primera aproximación con la  expresión 
zE(r) E 2een   , donde  es la concentración de portadores (igual a la de donores 
ionizados), 
en
e e  es la carga del electrón y  la constante dieléctrica absoluta del 








   (2-13) 
Con esta sencilla aproximación se obtienen valores teóricos del parámetro   
muy inferiores a los determinados experimentalmente ( ) [27]. 
Andrada et al. [28] calcularon un valor teórico más realista del parámetro Rashba, para 
un pozo triangular en una  heteroestructura de elementos III-V (basándose en el modelo 
de Kane y la aproximación de la función envolvente), obteniendo para un SE2D 
confinado en In
12 11
exp 10 10 eVm
 
0.53Ga 0.47As,  valores  de   en el  intervalo . Por otro 
lado, Nitta et al. [29]  han medido experimentalmente valores del orden de 
12 1110 10 eVm 
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110.7 10 eVm    en una heterounión InGaAs/GaAs, pudiendo modificarse dicho 
parámetro aplicando un potencial externo sobre el SE2D, mediante un contacto metálico 
de puerta sobre dicho sistema. 
Teniendo en cuenta los valores de   y   calculados y medidos en SE2D 
confinados en aleaciones III-V, queda patente la mayor importancia del efecto Rashba 
(SIA) ( ) respecto al Dreselhauss (BIA)  ( ) [23]. Estos valores 
justifican que en este trabajo, y en concreto en la determinación de la 
magnetoconducción, se considere solamente la IEO del tipo SIA, despreciando el efecto 
Dresselhauss. 
1110  eVm 1310  eVm
La energía total de los portadores  sometidos a IEO del tipo SIA se obtiene 
resolviendo el Hamiltoniano general del electrón en la aproximación monoelectrónica, 










Como en el caso anterior, se puede obtener la orientación del espín del electrón 
debido a la IEO haciendo la correspondencia del Hamiltoniano expresado en (2-12) con 
un campo magnético efectivo [23,25] por medio de la relación 
 y y x SIAk    
  (2-15) 
En este caso, la relación de dispersión (Ec. 2-14) consiste en dos ramas con 
energías  y  relacionadas con el término E E k .  En las referencias [20, 26] se 
encuentra una descripción completa de los autovalores y autofunciones del 
Hamiltoniano (2-11).  
Fig. 2.5a Relación de dispersión de un SE2D con 
acoplamiento espín-orbita tipo Rashba, mostrada
para todas las direcciones de k

. 
Fig. 2.5b Relación de dispersión para una 
dirección determinada de k

. En la parte superior 
se muestran las superficies (circunferencias) de 
energía constante. Las flechas indican la 
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La figura 2.5a muestra la relación de dispersión (2-14) en función de las 
componentes ( x yk ,k
k

) para la primera subbanda, y donde se ha tomado como referencia 
. La figura 2.5b muestra las líneas (circunferencias) de energía constante y las 
orientaciones del espín, así como la relación de dispersión para una dirección 
determinada de , y que está constituida por dos ramas parabólicas correspondientes a 
los signos  de la relación (2-14). 
1 0iE  

 La densidad de estados (DdE) del SE2D,  una vez se  considera  la IEO del tipo 




, 2 * 2
, 0 2 * 2
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donde   *0D m  2 ,  y  es la energía de la subbanda  del pozo cuántico. La figura 2.6 
muestra la DdE normalizada del sistema, calculada con los datos utilizados anteriormente.  
iE i
  Fig. 2.6  Densidad de estados de un SE2D con IEO tipo Rashba. 
( )D E   y ( )D E   están relacionados con subsistemas con
 espín  y , respectivamente.  





















Existe un valor mínimo de la energía en cada  rama E  de la ecuación (2-14) (ver figura 
2.7a), cuyo valor es 
* 2 2
min( ) 2E k m  

 (2-17) 
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Debido al desdoblamiento de la energía por la IEO del tipo Rashba, la 
concentración total de portadores  se obtiene con la expresión (2-4) y la densidad de 
estados (2-16), y es igual a la suma de las correspondientes a los estados en las ramas 
 y , es decir: 
en
E E
(2-19) e e en n n  




  (2-20) 






kE E k k
m
   

F (2-21) 
Teniendo en cuenta las expresiones (2-18) y (2-20),  se puede obtener el nivel de Fermi 










2   (2-22) 
Para realizar una estimación de las energías involucradas suponemos un  SE2D 
confinado en una heterounión de InGaAs/InAs, donde solo está ocupada la primera 
subbanda y donde se toma como referencia cero de energía  el nivel de dicha subbanda 
( ). Se considera una masa efectiva de portadores , una 
concentración del sistema  , y un parámetro Rashba . 
Con estos datos se obtiene un valor del nivel de Fermi  
1 0E  0
* 05.0 mm 
111 10  
72 meV
16 -21.5 x10 men  eVm
FE  , y un valor 
mínimo de la energía  de min( ) 0.033E k meV
6 -16.6 x 10 m
k ,E

 en cada rama, siendo el vector de onda  
de energía mínima . Existen dos vectores de onda de Fermi 
(uno por cada rama), teniendo estos un valor . La figura 2.7a muestra 
la relación de dispersión ( ) mostrando las magnitudes citadas. La figura 2.7b 




8 -1m3.0 x 10
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Fig. 2.7a  Gráfica  teórica de la relación de
dispersión   .,E k
Fig. 2.7b  Relación de dispersión obtenida para un 
SE2D  con ,  y una 
masa efectiva de portadores de . 
16 -21.5 x10 men 
1110 eVm 
00.05m
A partir de las ecuaciones anteriores podemos obtener las concentraciones  y   en 
función del parámetro Rashba, por medio de la expresión: 












   
    




Sustituyendo en (2-23) los datos utilizados para la obtención de la figura 2.7b, se 
obtienen las concentraciones   y . 15 -27.18 10 men   
15 -27.82 10 men   
Así pues de la ecuación (2-23) se puede despejar el valor del parámetro Rashba  ,  
dependiendo dicho valor con la concentración electrónica mediante la expresión 
2
*2 2 e e e e
n n n n
m
     
    (2-24) 
donde  e e en n n    .  
2.3 Sistema Electrónico Bidimensional en Presencia de un Campo 
Magnético 
En este apartado se estudia el comportamiento energético de un sistema 
electrónico bidimensional  en presencia de un campo magnético perpendicular al 
mismo. La principal consecuencia de ello es la  redistribución de la estructura de los 
15 
La relación (2-24) es útil en el cálculo del parámetro Rashba ya que, a partir de las 
medidas de magnetorresistividad (oscilaciones de Shubnikov-de Haas), se pueden obtener 
las concentraciones de portadores  ne  y ne . 
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niveles de energía de los electrones, cuantizándose  en valores discretos llamados 
niveles de Landau. Esto además conlleva a una modificación de la  densidad de estados 
(DdE), que será determinante en el comportamiento conductividad eléctrica. También se 
determina el comportamiento de la densidad de estados cuando además está presente el 
efecto Zeeman y la IEO.  
2.3.1 Sistema Electrónico Bidimensional en un Campo Magnético sin Interacción 
Espín-Órbita 
Cuando se aplica un campo magnético B

 perpendicular al SE2D, los posibles 
estados de energía corresponden a los niveles de Landau, rompiéndose además la 
degeneración del espín debido al  efecto Zeeman.  
Para determinar el efecto del campo magnético sobre los estados energéticos, es 
necesario considerar el potencial vector   rA 

, que está relacionado con el campo por 
medio de la expresión: 
   rArB 

 (2-25) 








 H (2-26) 
Donde es la cantidad de movimiento, mv P qA  
  P

 el momento generalizado, 
 1 2 *Z BH g   B
  el término de Zeeman,  el factor giromagnético (factor de 
Landé) efectivo, y 
*g
  las matrices de Pauli. 
Si el SE2D se encuentra en el plano  ,x y  y el  campo magnético está aplicado 
en la dirección , se pueden elegir varias formas del potencial vectorial magnético 




 en la Ec. (2-25) ( es un vector unitario en esta dirección). 
Los dos potenciales más utilizados son: 
ẑ
Gauge simétrico que conserva la invariancia rotacional [17,30]. 










1  (2-27) 
Gauge de Landau, con invariancia traslacional en el eje OX   [17,31]. 
     xB,A,ArA YX 0
  (2-28) 
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Las funciones de onda de una partícula son distintas dependiendo del gauge 
utilizado, pero existe invariancia en los observables con respecto a la elección del 
potencial vector. Así los autovalores del Hamiltoniano (2-26) vienen dados por [32] 
*1 1     
2 2ns B
E n s g B     
 
  (2-29) 
donde   es un entero (índice de Landau) y 0,1,2,...n  *eB m   la frecuencia 






 Si el SE2D está confinado en un pozo cuántico en la dirección , la energía de los 
electrones pertenecientes a la subbanda “i” del  pozo tiene un valor .  
z
ins i nsE E E 
Las autofunciones del Hamiltoniano (2-26) utilizando el gauge simétrico 
(prescindiendo de las funciones del espín), están dadas por la expresión general [17] 





































donde  es una constante de normalización, mnC , , 0,1, 2,3,..n m  ,    son los 





  es la longitud magnética.



























La densidad de probabilidad de existencia del electrón    2,0 rm  está distribuida sobre 
una circunferencia de radio 2 1mr m  l , y está extendida sobre esta circunferencia 
una cantidad del orden de  en la dirección radial (ver Figuras 2.8a y 2.8b).  Esta 
distribución circular de la probabilidad no se corresponde con la órbita circular clásica 
del electrón. La magnitud  análoga al radio de la órbita ciclotrón clásica, tiene un valor 
que depende de n  según la expresión
l
2 1Lr n l  . El estado n,m  es una 
combinación lineal de muchas órbitas electrónicas de radio , encontrándose el centro 
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Fig. 2.8a  Densidad de probabilidad    2, rmn  para 
 1,0  mn
Fig. 2.8b   Analogía clásica de la distribución 
orbital de los electrones correspondiente a esta 
función de onda. 
y 
x
Degeneración de los niveles de Landau 
Para calcular la densidad de estados electrónicos que  hay en un nivel de Landau, 
se supone que el SE2D está confinado en una superficie circular de radio R  (siendo R  
varios órdenes de magnitud mayor que l ),  siendo el área total del sistema  . 
Teniendo en cuenta que distribución electrónica se encuentra sobre una circunferencia 
de radio , como hemos visto anteriormente,  solamente se considerarían los estados 
que caben dentro de esta área , es decir, cuando se cumple  
2RS 
mr
S 2 1mr m l R   . Por 
tanto  tendrá un valor máximo m 2 22R l (para valores grandes de  se hace la 
aproximación 
m
lmlm 212  ). El número de estados por unidad de área para cada 





nº estados m R l e B
Area R R l h  
    (2-32) 
La densidad de estados (DdE) está relacionada  con la degeneración de cada 
nivel de Landau. Teniendo en cuenta que el número de estados por unidad de superficie 
que contiene cada nivel de Landau es 0D e B h   para cada orientación de espín [33], 
la DdE se ha modelizado con la expresión ad hoc del tipo gaussiana [13] 









i n s ns
E EeBD E
h
            
 
 
    
   (2-33) 
donde i  indica la subbanda del pozo cuántico, n  es el índice de Landau,  indica el 
espín, y   es la anchura de cada nivel de Landau.  
s  
ns
También se ha usado como modelo de la DdE la función “Lorentziana” [13,34]: 
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      
    (2-34) 
Los datos experimentales han mostrado que, en un SE2D confinado en una 
heteroestructura formada por compuestos III-V, se aproxima mejor la DdE con una 
función gaussiana de los niveles de Landau.  
Como se verá más adelante, este comportamiento de la DdE con el campo 
aplicado es el responsable de la aparición de oscilaciones en la magnetorresistividad 
(oscilaciones de Shubnikov-de Haas), y del efecto Hall cuántico. 
Fig. 2.9  Densidad de estados normalizada calculada a 3 T (línea azul), 3.3 T 
(línea negra) y 3.6 T (línea de puntos). 
Por otro lado, el desdoblamiento de cada nivel de Landau por efecto Zeeman, permite 
visualizar el SE2D como la suma de dos subsistemas bidimensionales con los espines 
antiparalelo y paralelo (  y s   s   )  al campo magnético aplicado, respectivamente.  
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La figura 2.9 muestra  la DdE  normalizada ( *0D m   es la DdE a campo 
nulo) calculada con la expresión (2-33) en tres valores del campo magnético: 3 T (línea 




E    es el intervalo de energía entre dos niveles de Landau adyacentes, y 
Z E g 
e n B
 es el desdoblamiento Zeeman de cada nivel. A medida que aumenta el 
campo magnético, los niveles se van desplazando hacia la derecha, cruzando el nivel de 
Fermi. El cálculo de la DdE de la figura 2.9 se ha realizado con los siguientes valores: 
 0 8 .01 150 m2 ( 0.038 eV ), FE  T  20mK , , ,  
. 
0m
* m .0 05 FN  0 018. E
g* 6
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En caso de que el SE2D llenase dos subbandas del pozo cuántico, el SE2D 
puede considerarse como un sistema formado por cuatro subsistemas, dos subsistemas 
pertenecientes a la primera subbanda ( 1i  ), con espín antiparalelo/paralelo al campo 
magnético aplicado ( s  y ) cada uno, y otros dos subsistemas también con 
espín antiparalelo/paralelo pertenecientes a la segunda subbanda (
  s  
2i  ). La figura 2.10 
muestra la DdE (línea negra) del SE2D confinado en dos subbandas de un pozo 
cuántico, con un campo magnético aplicado de 2 T. Las líneas roja y azul muestran la 
DdE de los subsistemas con espines opuestos que forman primera (línea continua) y 
segunda subbanda (línea de trazos), respectivamente.  
Fig. 2.10  Densidad de estados normalizada de un SE2D confinado en un pozo cuántico  
con dos subbandas ocupadas, con energías 1 0.005 eVE    y  2 0.019 eVE  , y en 
presencia de un campo magnético de 2T. El valor del nivel de Fermi es , 
la anchura de los niveles de 
0.048FE  eV
0 005 F. E  , y el factor efectivo de Landé utilizado es 
. Las líneas roja y azul están relacionadas con los subsistemas con espín 
paralelo y antiparalelo, respectivamente, de la primera subbanda, y las líneas de trazos 
con los subsistemas de la segunda subbanda.  
* 6g 
La concentración total de portadores  del SE2D, se obtiene  sumando las 
concentraciones de las subbandas, teniendo en cuenta que en cada subbanda los 
electrones se distribuyen con  espín polarizado paralelo /antiparalelo  al campo 
magnético aplicado, obteniéndose  
en
 0 1 1 2( )e e e e en D E f E dE n n n n      2 (2-35) 
donde  son las concentraciones de las subbandas con el espín polarizado paralelo 
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2.3.2 Sistema Electrónico Bidimensional en un Campo Magnético sometido a 
Interacción Espín-Órbita del tipo SIA. 
Supongamos ahora un SE2D confinado en el plano (x,y), inmerso en  un campo 
magnético externo en la dirección  y  con portadores sometidos a la interacción espín 
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           (2-36) 
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Los autoestados de (2-36) tienen la misma degeneración que la que existe en ausencia 
de IEO [35]. 
Las figuras 2.11a y 2.11b  muestran la densidad de estados del SE2D en un 
campo magnético  de 2 T cuando  0   y , respectivamente, para un 
SE2D confinado en una subbanda  (donde se ha tomado un valor  de referencia ).  
La DdE se ha calculado con la expresión (2-33) y con los valores de  y  y 
utilizados anteriormente (figura 2.9). 
111.0 10 eVm  
1 0iE  
*
ng
Fig. 2.11a  Densidad de estados del SE2D cuando 
solo existe desdoblamiento de Zeeman (las líneas roja 
y azul corresponden a los estados  de espín ) 
Fig. 2.11b  Densidad de estados del SE2D cuando 
además está presente la interacción SO del tipo 
Rashba. 
Las líneas roja y azul en las figuras 2.11a y 2.11b  corresponden a las densidades 
de estados de  espín antiparalelo (  sD E  ) y paralelo  (  sD E 
iento 
), respectivamente. La
figura 2.11a  muestra un valor constante en el desdoblam E del nivel de Landau 
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por efecto Zeeman ( *iN iN BE E E g B     ), en cambio en la figura 2.11b, cuando 
está presente la IEO, el desdoblamiento E  de los niveles de Landau no es constante, 
debido a que depende no solo del factor Zeeman, sino también del factor   de Rashba. 
La aparición de máximos (mínimos) y nodos en la DdE, se debe a la coincidencia/no 








o ando aumenta el campo mase ha indicado anteriormente, cu gnético aplicado,
oduce un desplazamiento de los niveles de energía hacia el nivel de Fermi. Cuando 
la IEO está presente, se produce un desplazamiento de los nodos y de los máximos, 
siendo este efecto determinante, tanto en el comportamiento de las oscilaciones SdH, 
como en la magnetorresistividad Hall.  
Capítulo 3  -  Magnetotransporte 
Capítulo 3 
3 Magnetotransporte 
En este capítulo se empieza haciendo una descripción clásica del 
magnetotransporte, con objeto de introducir las magnitudes físicas  (fundamentalmente 
la magnetoconductividad y la magnetorresistividad) que se utilizarán en el modelo 
semiclásico. El transporte de portadores se calcula con la ecuación  de transporte de 
Boltzman, obteniéndose una función de distribución electrónica cuando están presentes 
un campo eléctrico y otro magnético, y donde se ha tenido en cuenta la función de 
equilibrio de Fermi, y la aproximación del tiempo de relajación. 
En el tratamiento cuántico, se verá cómo la modificación de la densidad de estados 
del sistema con el campo magnético, es la principal causa de la aparición de “mesetas” 
(valor constante de la magnetorresistividad Hall en ciertos valores de campo magnético) 
y oscilaciones en la magnetorresistividad  diagonal, dando lugar al efecto Hall cuántico 
(EHC) (cuantización de la magnetorresistividad Hall) y a las oscilaciones Shubnikov-de 
Haas (SdH) [2, 3]. El modelo reproduce los resultados experimentales obtenidos por 
diversos autores de dichas magnetorresistividades, siendo comparados y discutidos en 
los artículos que se adjuntan en esta memoria, que son la base para la defensa de este 
trabajo de Tesis. 
3.1 Teoría Clásica de la Magnetoconducción 
Inicialmente se hace una descripción clásica, en la que se supone que el sistema 
electrónico está confinado en un cristal infinito, isótropo y no magnético, estando
sometido a un campo magnético B

 y a un campo eléctrico E

.  Con este planteamiento, 
la ecuación de movimiento de los electrones es: 
Edv vm q v
dt 
        
    B   (3-1) 
donde es la masa del electrón,  es la carga del electrón, m q  x y zv v ,v ,v  su velocidad, y
  el tiempo de relajación (tiempo entre colisiones de un electrón con impurezas, 
fonones, etc.).  
La densidad de corriente es proporcional a la velocidad de los electrones, es 








, y el campo magnético aplicado es normal al SE2D, (ver figura 3.1a), 
despejando  de (3-1) cuando se alcanza el estado estacionario, la ley de Ohm  queda 
de la forma [37]  
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    
         
(3-2) 
donde  20 en q m   es la conductividad de Drude, y qB m   es la frecuencia 
ciclotrónica. 
Fig. 3.1a Esquema de aplicación de los campos 
eléctrico y magnético en un sistema bidimensional. 
Fig. 3.1b  Muestra  Hall de cuatro contactos, 
utilizada para medir la tensión Hall V13 y la tensión 
directa V12. 
V12 
Es decir, la relación entre el campo eléctrico y la densidad de corriente es del tipo 
 Ej 

, donde    es el tensor  de magnetoconductividad, cuyas componentes
dependen del campo magnético y cuya expresión es: 
 
   












    
 
              

     (3-3) 
El tensor de magnetorresistividad  es por definición el tensor  inverso del de 











     
     
     
(3-4) 



















El esquema experimental  utilizado para medir estas magnitudes se detalla en la 
















Capítulo 3  -  Magnetotransporte 
fluye a través de una muestra rectangular en la dirección x ,  y en la cual se pueden 
medir las diferencias de potencial   y  .  Dicho dispositivo tiene una anchura “W” 
y una longitud “ ”. La diferencia de potencial   se mide entre los contactos 1 y 2,  y 





xx  y  xy  , respectivamente, conocidas la intensidad eléctrica y 
las dimensiones de dicha muestra. 
xLa densidad de corriente en la dirección , viene dada por 
Wx
Ij  (3-6) 




















E V R (3-9) 
j I
   
donde H xyR   es la resistencia Hall.  
3.2 Aproximación Semiclásica de la Magnetoconducción 
En este punto se considera un tratamiento semiclásico del transporte en un SE2D 
confinado en un pozo cuántico,  sometido a un campo magnético, y con una estructura 
energética cuantizada en niveles de Landau.    
En la aproximación semiclásica, y cuando no hay aplicado ningún campo 
magnético, cada electrón con energía E( k )

 tiene asociado un vector posición , un 
vector de onda , y un índice de espín “ ”. La descripción del electrón por medio de 
una posición y un momento se puede justificar describiendo el mismo mediante un 







  son los valores medios de la posición y del 
momento, respectivamente,  alrededor de los cuales está localizado dicho paquete de 
ondas. Los electrones obedecerán en equilibrio térmico a la distribución de Fermi-Dirac 
   0 1 1Bf E ex E k T    ad de que un estad  con 
energía  esté ocupado, y donde 
p   que describe la probabilid o
E   es el potencial químico.  
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B

En esta aproximación, al aplicar un campo magnético  y otro eléctrico  al E

sistema, la ecuación de movimiento de los electrones es 
 E* dvm q v B r ,t
dt
    
    (3- ) 10
onde se ha utilizado la aproximac
Por otra parte, en esta aproximación, al aplicar un campo magnético los estados 
do que  no hay transiciones 
ntre dos niveles. Cuando además el sistema esta en presencia de un campo eléctrico se 
exige q
d ión de la masa efectiva. 
energéticos se cuantizan en niveles de  Landau, asumien
e
ue se cumpla Ee a  , donde a  es del orden de la constante de red, y   es 
la separación entre niveles de Landau. Así pues, en el caso de conducción en un 
semiconductor, con un valor del campo eléctrico E 0.01V / mm  y un campo 
magnético  de 1 0T. ,  se obtiene  10E 10 eVq a   y 32.2 10 eV    [3], donde se ha 
supuesto una masa efectiva electrónica 0 05*m . m . 
Suponiendo el movimiento en el plano  ,x y , con un cam agnético aplicado 
n la dirección z , y un campo eléctri o
po m
co co  en el plano, la velocidad de los 
lectron uede escribir  




es, de forma análoga al caso clásico, se p
C Dv v v 
   (3-11) 
 Cv










Por tanto, el movimiento del electrón en presencia de un campo eléctrico y otro 
ción de dos movimientos: un movimiento circular con 
elocidad  como si solo existiese campo magnético, y un movimiento uniforme con
es la velocidad de deriva.   
magnético, es la composiv  vC
una velocidad de deriva Dv
 , que como se verá,  tiene una gran relevancia en el cálculo
del magnetotransporte. 
3.2.1 Función de Distribución de un Sistema Electrónico Bidimensional sometido 
a un Campo Eléctrico y a un Campo Magnético.  
etido a un campo eléctrico 
 y otro magnético 





, cada electrón está sujeto a la fuerza de Lorentz 
26 
Capítulo 3  -  Magnetotransporte 
 F q E v B    (Ec.3-10). La función f de distribución  y transporte de portadores 
a la ecuación de Boltzmann [38, 39] en dicho sistema obedecerá 
* E
f q fv B f         v
st m    colisionet 
   (3-13) 
donde se ha despreciado la vari
con la difusión electrónica, frente al efecto de los campos externos. Utilizando la 
ación de la función de distribución con la temperatura y 
aproximación del tiempo de relajación, y considerando el estado estacionario, la 






qF f f   






d    se define como el tiempo de re ación, dlaj e modo que la fracción dt   es la 
probab ad  de que cualquier electrón en el estado energético  colisione el intervalo 




de tiem o dt . En principio suponemos que el tiempo de relajación no va a depender de 
la energía.  
La solución 
       00f E f E v E     
 f E (3-15) 
onded   0f E  la función de distribución ermi-Dirac del sistema sin perturbar,  y 

de F
es un a perturbadora”, que determina la función de distribución cuando los a “fuerz
campos eléctrico y magnético están presentes. Si estos son mutuamen  
perpendiculares, 
te
 tiene un valor [39] 
0 02







    (3-16) 
donde . 





gnético  perpendicular a un sistema 
finadelectrónico bidimensional con o en el plano  yx,
mitada po
, los portadores realizarán una 
trayectoria circular, estando dicha trayectoria li r las colisiones  con defectos o 
impurezas. Cuando “ 1 ”, se interrumpe el mov to circular y no son apreciables 
los efectos cuánticos producidos por el campo magnético. Por tanto, el criterio de 
aplicabilidad del ca magnético que se utilizará, cumplirá “ 1
imien
mpo   ” en las 
condiciones de efecto Hall cuántico, donde tiene sentido el concepto de órbita 
ciclotrónica y aparecen los estados cuánticos asociados a dichas órbita retización 
de la energía electrónica en niveles de Landau). Esta condición ocurre en sistemas 
bidimensionales con pocos defectos e impurezas y a temperaturas próximas a 0K . 
s (disc
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 x yE E ,E

Si además se aplica el campo eléctrico  en el plano del sistema 2D, los 
 formada
En un SE2D confinado en un plano (x,y) finito tal como se muestra en la  figura 
3.1a, se
electrones se moverán en una trayectoria  por combinación un movimiento 
circular y un movimiento uniforme (movimiento de deriva) tal como se ha indicado 
anteriormente. 
 ha aplicado un  campo magnético  zBB ˆ

 y un campo eléctrico de conducción 
 xE E x̂

 ( ˆ ˆ ˆx, y,z son vectores unitarios). E stado estacionario aparece un campo 
 de modo que yE 0y xF q v B
n el e
eléctrico Hall E y ,    . En estas condiciones la fuerza 
perturbadora en la expresión (3-14) es  xBv ˆEeF Fx  yx

,  siendo en este caso 
0 Ex ˆq x 

, y expresando (3-16): 
x x2Φ Φ E E1 x*








3.2.2  Magnetoconductividad 
Para determinar la magnetoconductividad se supone un SE2D confinado en la 
primer
)
a subbanda de un pozo cuántico, tomando como referencia cero el fondo de la 
subbanda ( 1 0iE   ). La densidad de corriente se obtiene por la expresión 
   , (j r t q v f E D E dE 
   (3-18) 
endo  D Εsi  la densidad de estados en función de la energía.  
eniendo en cuenta que el SE2D está en  el plano (x,y), con  zBB ˆ

T  y un campo 
eléctrico  E E E,  (donde  xE  es el campo eléctrico de conducción), a partir la 
función de distribución deducida en (3-15), y la expresión (3-17), se obtiene: 
x y
  00 x, ( ) E (x y
f )j r t q v f E q v v D E dE  

             










onsiderando las componentes de la velocidad    x y Cx Dx Cyv v ,v v v v , v v   Dy C ,  se 
obtienen las componentes  x yj , j   a partir de la expresión (3-19). 
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Componente xj
Se considera   0 1,x x xj r t j j 
 ,  donde 0xj  depende del término de “equilibrio” de la 
función de distribución, y 1xj depende de érmino “perturbador” de dicha función de 
distribución. 
l t
Cálculo del término : 
(3-20) 




Cx Dx 0 Dx 0(v +v ) ( ) ( ) E v ( ) ( ) Exj q f E D E d q f E D E d  
donde la integral que contiene Cxv Cv

en todos los portadores de cada estado energético. Haciendo uso de la expresión (3-12 , 
la expresión (3-20) queda 
)
 0 0 y( ) Ey ex
E q nj q f D d
B
    B (3-21) 
onde  es la concentración de equilibrio de portadores del 
. 
álculo del término : 






2 2 2 0
x
( ) ( ) ( ) E ( )
E ( )
x Cx Dx Cx Dx Cy Dy
Cx Dx Dx Dy
fj q v v q v v v v D E dE





                
 
     

 (3-22) 
En el segundo miembro de la expresión (3-22), los sumatorios que contienen términos 
lineales de Cxv  y Cyv , y  los que contienen el término Cx Cyv v  se anulan, debido a la 
aleatoriedad de la rección del vector Cvdi
  de los portadores en el mismo estado
energético. Por otro lado, teniendo en cuenta que los estados energéticos involucrados 
en (3-22) son los que corresponden a la condición  0 0f    , a muy bajas 
temperaturas estos estados prácticamente corresponden a los estados próximos a la 
energía de Fermi, y en este caso podemos asumir C Dv v
  . Por ejemplo, en un
sistema Hall bidimensional a temperatura próxima on una concentración 
15 -2
0 5 0 10 mn .  , un campo magnético aplicado 1 TB
a  c0K ,
 ,  y un campo eléctrico Hall 
obtiene, para electrones de una aleación de AlGaAs ( * 0.067m m ), 
52.9 10 m/sC Fermiv v    y 
2 -1m  syE 10 V e 
velocidades yE 100m/sDv B  . Por tanto d 
ciclotrónica d ermi es  muy superior a la 
velocidad de deriva, considerándose 
, la velocida
e portadores con energías próx asim  al nivel de F
  21 2 * CE m v . Por tanto,  puede  realizarse la 
aproximación  
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2 2
Cx Dx Dx Dy Cxv v v v v  
2 . (3-23) 
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eniendo en cuenta estas consideraciones, la expresión (3-22) queda de la forma T
 
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 (3-26) 
es la densidad de portadores calculada al nivel de Fermi.  
 temperaturas próximas a la función 0 K 0fA  tiene un valor de 1 para energías  y FE E
0un valor cero para FE E , produciéndose un cambio brusco en el valor de f  en el 






 se comporta como
en ando un valor cero en el resto, de modo que (3-26) puede expresarse 
com F
a densidad de corriente en la dirección 
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   (3-29) 
s magnetoconductividades diagonal ( ) y Hall ( xyla xx ), respectivamente. 
omponente C yj
Se puede generalizar la magnetoconducción ampliando el cálculo a la obtención de la 
densidad de  corriente en la dirección y . Para ello se parte de   la aplicación de un 
campo eléctrico de conducción E y  al SE2D, obteniendo una fuerza perturbadora  0 y

 a 
partir de la expresión (3-16),  y realizando un proceso análogo al anterior p la 
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 
(3-32) 
Hay que tener en cuenta que estas expresiones se han obtenido a alto campo 
magnético, es decir, con la condición 1  .  
A campo magnético bajo, las expresiones  (3-29) y (3-31) presentan una 
singularidad en la magnetoconductividad Hall cuando B  se hace cero, haciéndose 
infinita.  Para evitarla hacemos uso del resultado clásico, multiplicando el término Hall 
por el factor     2 21  o que cuando 0B , de mod  , el término 0xy  .  
Tensor de Magnetoconductividad y Tensor de Magnetorresistividad 
Así pues, de manera análoga al caso clásico, podemos escribir de forma 
compacta la relación entre la corriente eléctrica y los campos aplicados en un sistema 
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   2 21  A alto campo magnético ( ) y las componentes de la 
















virtiendo el tensor de magnetoconductividad se obtiene el tensor de 
m
In
agnetorresistividad     1   , cuyas componentes están expresadas en la Ec. (3-5).
A altos campos magnéticos, las magnetorresistividades tienden a: 
 


















n el caso “cuasi-ideal”, a muy bajas temperaturas, y con pocos defectos estructurales e E
impurezas presentes, podemos suponer que, a alto campo magnético    . En este 
caso: 
 , ya que son proporcionales a 1

. 0xx xx,  
0xy xy,      ya que no dependen de  . 
   is
i s
  (3-36) 
































Cuando el SE2D está confinado en un pozo cuántico, en el cual varias subbandas 
están ocupadas, se asumirá que cada subbanda “ i ” está ocupada por dos  subsistemas 
independientes, con espín (índice s   ) paralelo y antiparalelo  al campo magnético. En 
este caso, y teniendo en cuenta que  las concentraciones de portadores cumplen (Ec. (2-
35)) e eis n n  y e eis N N  , la magnetoconductividad  se obtiene por la
expresión [40-42]  
i s i s
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    (3-40) 
nalmente, la ley de Ohm puede escrib
  
Fi irse de la forma 















   (3-43) 
 la magnetorresistividad Hall (Ec. (3-35))  
2xy i e
  h (3-44) 
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La concentración de equilibrio
en el nivel  del pozo cuántico, y  donde “ s ” denota la orientación del espín, 
obtenié
eis n  es la correspondiente al subsistema confinado 
iE
ndose mediante la relación 
donde la DdE particularizada para cada subbanda “ i ” y orientación de espín “ s ” está 
definida en la expresión (2-33). La concentración a nivel de Fermi eisN  correspondiente 
al subsistema confinado en el nivel iE  del pozo cuántico se obtiene con la expresión: 
F
Para analizar el comportamiento de la magnetorresistividad con el campo 
magnético, suponemos un SE2D confinado en la primera subbanda de un pozo cuántico, 
tomando como referencia cero dicho nivel, y suponiendo en un principio nula la IEO. 
Tomando como ejemplo la DdE mostrada en la figura 2.9, se observa que al aumenta el 
campo magnético aplicado al sistema, aumenta la energía de los niveles de Landau (Ec. 
(2-29)), desplazándose estos hacia la derecha, y disminuyendo el número de niveles con 
energía menor que la de Fermi ( E ). Al mismo tiempo, la degeneración ( eB h ) de cada 
nivel (para cada orientación del espín) aumenta. Cuando todos los niveles de Landau 
están totalmente ocupados, la concentración de electrones del sistema es 
donde “ i ” es el nú
en estas condicione
mero de niveles de Landau (un nivel para cada orientación de espín), y 
s la magnetoconductividad Hall (Ec. (3-34))  tiene un valor dado por 
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Fig. 3.2  Magnetorresistividad Hall (línea azul) y diagonal  
(línea negra). 
Se han obtenid d  xx xy, o las componentes de la magnetoconductivida  con las
expresiones (3-37) y (3-38) para una subbanda, y las de la magnetorresistividad  con la 
xpresión (3-5). e
34 
Por tanto, a medida que el campo magnético aumenta, el factor “ i ” decrece y la 
concentración varía de la forma e 0en n  n B , fluctuando alrededor del valor
o en este  documento, de las
e0 n
correspondiente a campo magnético nulo.  
La figura 3.2 muestra el cálculo, con el modelo desarrollad
Hall xymagnetorresistividades Hall (    ) y diagonal ( xx ) para SE2D con la densidad de 
estados de la figura 2.9. Se ha utilizado un tiempo de relajación  1012 s . 
Las figuras 3.3a y 3.3b muestran las oscilaciones de las concentraciones de 




ara comprobar la validez del modelo se han reproducido los resultados experimentales 
btenidos por Can-Min Hu et al. [44] en un SE2D sometido a IEO. En concreto se ha 
calculado la magnetoconductividad (y magnetorresistividad) de un SE2D afectado por 
IEO del tipo SIA. Dicho sistema está confinado en un pozo cuántico, formado en la capa 
In0.53Ga0.47As de una heterounión semiconductora InGaAs/InAlAs, donde dos subbandas 
01en .2 7 del pozo están ocupadas con concentraciones (medidas a campo nulo) 10
16 m-2  
y 15 -202 .9 0 10 men  , respectivamente, siendo el parámetro Rashba  .0 6 1011eVm . Se 
ha utilizado un factor g*  4 , una anchura de los niveles de Landau    0 01. EF , y un 
va . 
lectro br






s expresiones (3-39) y (3-40), respectivamente, para la primera subbanda 
( ne1 ,n e1N ,N e2,n e2e1  e1 e2   e2N ,N, ) y pa  la segunda subbanda ( n , ).  
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Fig. 3.3a Oscilación con el campo magnético de las  
concentraciones de electrones confinados en dos  
subbandas de un pozo cuántico. Las líneas rojas y azul  
corresponden a portadores con espín con orientación 
 paralela/antiparalela al campo magnético.  
Fig. 3.3b Oscilación con el campo magnético de  
las concentraciones de portadores confinados en 
dos subbandas de un pozo cuántico, calculadas  
en el nivel de Fermi. 
Teniendo en cuenta que la magnetoconductividad es proporcional a la concentración de 
electrones, ésta puede calcularse independientemente para cada subbanda, siendo su valor 
total la suma de las calculadas en las subbandas. La figura 3.4a muestra las 
xy1  y xy2magnetoconductividades   , calculadas con la expresión (3-38)  para los 
subsistemas electrónicos bidimensionales confinados en las dos subbandas, 
respectivamente.    
Fig. 3.4b Magnetorresistividad  Hall y diagonal del 
SE2D. 
Fig. 3.4a Magnetoconductividades  xy1  y  xy2  de los
subsistemas confinados en las dos subbandas del pozo 
cuántico. 
xx xx1 2xx xy xy1 2xy
En la figura 3.4b se muestran las magnetorresisvidades Hall y diagonal, calculadas con 
las expresiones (3-5) (donde se ha sustituido     , y     ).  
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Capítulo 4 
4 Artículos  
En los cuatro artículos publicados [36,40-42]  se reproducen, utilizando el modelo 
semiclásico del magnetotransporte descrito en este documento, los resultados 
experimentales obtenidos en la medida de la magnetorresistividad en sistemas 
electrónicos bidimensionales, confinados en dispositivos fabricados con compuestos III-
V (con estructura cristalina de los tipos “blenda” y “wurtzita”) , en condiciones de baja 
temperatura ( ).  0KT 
En el primer trabajo [36] se presenta el modelo para el análisis de las propiedades 
de magnetotransporte en un SE2D en el que está presente la IEO del tipo Rashba. Se 
contrasta y se pone a punto el modelo, comprobando los resultados teóricos  con datos 
experimentales correspondientes a oscilaciones de SdH de la bibliografía, y en concreto, 
con los resultados experimentales obtenidos por Nitta et al. [29], siendo este un trabajo 
pionero en la medida y análisis experimental del efecto Rashba. 
En el segundo trabajo [42], basándose en el modelo, se analiza en detalle el efecto 
Hall cuántico para un SE2D cuando el efecto Rashba es relevante, y se hace una 
predicción del comportamiento de la magnetorresistividad Hall (efecto Hall cuántico) en 
las condiciones experimentales de la bibliografía.  
En el tercer trabajo [40], se extiende  el modelo para analizar sistemas 
electrónicos bidimensionales confinados en los que se presentan dos subbandas 
ocupadas. Los resultados teóricos se comparan con medidas de oscilaciones de SdH de 
la bibliografía.  
En el cuarto trabajo [41], a la luz del modelo, se estudia un SE2D confinado en 
una heterounión GaN/AlGaN (wurtzita). El interés de este sistema en comparación con 
los anteriores es el hecho de que se presenta un término Rashba adicional, intrínseco a 
dicha estructura cristalina. 
Se ha publicado un quinto trabajo en la revista SPIN [45], recopilatorio de todos 
los trabajos realizados hasta la fecha y por invitación de la propia revista, publicándose 
en un número monográfico sobre el efecto Hall cuántico. 
En adelante se comentan en detalle los resultados de los artículos presentados en 
esta memoria, y en el Anexo del documento se incluye una copia de los mismos. 
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4.1 Artículo: Rashba spin–orbit coupling in a two-dimensional electron system 
under quantum Hall regime.  R. Cangas, M. A. Hidalgo. Physica E 41 (2009) 
1306–1309. 
En este artículo [36] se describe el modelo semiclásico de magnetotransporte, 
usándolo para la determinación de la magnetorresistividad diagonal (oscilaciones de 
SdH) de un SE2D  confinado en el pozo cuántico formado en la heterounión 
In053Ga0.47As/In0.52Al0.48As que forma parte de un dispositivo semiconductor. El SE2D 
está inmerso en un campo magnético, y está afectado por la IEO del tipo Rashba.  La 
temperatura experimental es 0.4 K.  El dispositivo se ha fabricado formando una 
heteroestructura semiconductora descrita en la referencia [29] y con una geometría 
típica de “barra Hall”, tal como se muestra en la figura 3.2. La aplicación de un voltaje 
de puerta Vg   en el dispositivo produce, además de una variación de la concentración de 
electrones,  una variación del parámetro Rashba “ ” del sistema, modificando las 
oscilaciones de Shubnikov-de Haas (SdH).  
Las oscilaciones de SdH se han calculado para tres valores de voltaje de puerta 
(0.3V, 0.0 V, y -0.3 V). Las figuras 4.1a y 4.1b   muestran los  resultados medidos 
experimentalmente en la referencia [29] de la  magnetorresistividad, y los calculados 
con el modelo, respectivamente. Los parámetros utilizados en el cálculo de la 
magnetorresistividad son los utilizados en la referencia [29] así como los de  otros 
resultados experimentales descritos en la bibliografía. 
Fig. 4.1a   Oscilaciones SdH  medidas experimentalmente por Nitta et al. [29] a 
distintos valores de Vg . 
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Fig. 4.1b   Oscilaciones de SdH ( xx ) calculadas para un SE2D. 
Las oscilaciones SdH muestran una modulación envolvente y nodos, debido a la 
existencia de dos tipos de portadores con espín y  respectivamente (análogo al 
diagrama de batido de dos señales con frecuencias próximas). Los nodos se producen en 
valores del campo para los que no existe coincidencia de niveles de Landau en el nivel 
de Fermi (ver figura 2.10b) en la densidad de estados. Esto ocurre cuando 

 1 2N , N , N ', FE E E E      , donde Cuando , la 
densidad de estados es máxima en  y por tanto las oscilaciones SdH alcanzan los 
valores máximos. Conocido el valor del índice de Landau  que corresponde al nodo 
(o el correspondiente al valor máximo de las oscilaciones), se puede calcular el 
parámetro Rashba 
1'N N ,  
F
2,...N N , N', FE E E  
E
N
 , donde la energía de los niveles de Landau está descrita por la 
ecuación (2-37) y en nivel de Fermi por la expresión (2-23). Se han obtenido valores del 




. El efecto Rashba y el efecto 
Zeeman se  cancelan mutuamente cuando se cumple 1N ,  FE  , produciéndose 
un valor grande de la magnetorresistividad diagonal cuando ocurre en niveles de Landau 
bajos, debido a la coincidencia de niveles en  . FE
En los resultados experimentales se observa una pendiente negativa en la 
magnetorresistividad, más pronunciada en valores bajos del campo magnético aplicado, 
y un aumento a mayores valores del campo. Paalanen et al. [46] atribuyen este 
comportamiento a la interacción (de largo alcance) de los electrones con las impurezas, 
dependiendo dicha interacción del campo magnético aplicado, modificando el tiempo de 
relajación   (decreciendo al aumentar el campo). En este trabajo se ha supuesto un 
valor constante de  , ya que no es determinante en el cálculo del parámetro Rashba. 
En resumen, con este trabajo se ha comprobado como el modelo semiclásico de 
magnetoconducción puede describir el magnetotransporte en un SE2D afectado por IEO 
del tipo Rashba, y calcular a partir de los valores experimentales de las oscilaciones 
SdH, el valor del parámetro Rashba. En dicho trabajo también se hace mención de la 
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competición Rashba-Zeeman, manifestándose con un  valor grande de la 
magnetorresistividad en determinadas condiciones experimentales. Por otro lado, en el 
cálculo de la magnetoconductividad, se ha tratado el SE2D cómo la suma de dos 
sistemas bidimensionales independientes de espines opuestos. 
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4.2 Artículo: Rashba spin-orbit coupling effect on the quantum Hall 
magnetoresistivity. M. A. Hidalgo, R. Cangas. Physica E 42 (2010) 1329-1332. 
Este trabajo [42] complementa al anterior, en el sentido de predecir  la 
magnetorresistividad Hall de un SE2D  confinado en el pozo,  inmerso en un campo 
magnético perpendicular al sistema, y sometido a IEO del tipo SIA (Rashba). Se han 
utilizando los datos experimentales descritos en la referencia [29] para el cálculo de 
dicha magnetorresistividad, aunque en dicho artículo no se reportan medidas 
experimentales de la magnetorresistividad Hall. En el cálculo realizado con el modelo 
se reproducen las mesetas típicas del efecto Hall cuántico. 
La figura 4.2 muestra el comportamiento de xy  a valores altos del campo 
magnético, donde se observan las mesetas con valor de la magnetorresistividad  Hall 
 2xy h ie  . Los cálculos se han realizado con tres valores del parámetro Rashba y 
con un valor , relativamente alto, con objeto de mostrar la competición entre el 
desdoblamiento por efecto Zeeman y por efecto Rashba. La variación del parámetro 
8*g 
  
causa un ensanchamiento/encogimiento de las mesetas, pudiendo incluso hacer 
desaparecer  las de valor impar.  
Fig. 4.2  Magnetorresitividad Hall calculada a tres valores del 
parámetro  . 
En resumen, en este trabajo se ha analizado la componente Hall del 
magnetotransporte, mostrando sus mesetas, y el comportamiento de las mismas cuando 
la IEO del tipo SIA (efecto Rashba) está presente, poniéndose de manifiesto la 
desaparición de las mesetas impares por la competición Rashba-Zeeman, debido al 
solapamiento de los niveles  y N ,E  1N ,E    a nivel de Fermi, tal como se ha indicado 
anteriormente. 
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4.3 Artículo: Spin magnetotransport in a two-dimensional electron system 
confined in a quantum well. R. Cangas, M.A. Hidalgo. Semiconductor Science 
and Technology 26 (2011) 105016 (7pp). 
En este artículo [40] se calcula la magnetorresistividad de un SE2D confinado en 
un pozo cuántico, y en el que hay dos subbandas ocupadas, y sometido a IEO del tipo 
SIA (Rashba). Los resultados teóricos obtenidos con el modelo se comparan con los 
experimentales obtenidos por Can Min Hu et al. [44], donde  el SE2D está confinado en 
un pozo cuántico (20 nm de espesor) formado en la capa In0.53Ga0.47As  de una 
heteroestructura semiconductora. El sistema esta inmerso en un campo magnético y está 
afectado por la IEO del tipo SIA (Rashba). El dispositivo esta realizado en forma de 
“barra Hall” de 4 contactos.  
La aplicación de una tensión de puerta ( ) en el dispositivo varía la 
concentración de portadores en el pozo,  llegando incluso a ocupar dos subbandas del 
mismo. La figura 4.3(a) muestra los valores experimentales de la magnetorresistividad 
diagonal (oscilaciones SdH) relacionadas con las concentraciones de portadores 
mostradas en la figura 4.3(b). En la figura 4.3 (b) se muestra la variación de la 
concentración de portadores con . A partir de 0.5 V se empieza a ocupar la segunda 
subbanda, observándose que cada subbanda tiene dos concentraciones distintas 
correspondientes a sistemas con espines opuestos (las concentraciones se han obtenido 




Fig. 4.3 Valores experimentales de la magnetorresistividad diagonal (oscilaciones de SdH) 
y concentración de portadores medida a partir de dichas oscilaciones, correspondientes a la 
referencia [44]. 
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En el cálculo de la magnetoconductividad con el modelo descrito en esta 
memoria, se tratan de forma independiente los sistemas electrónicos pertenecientes a las 
distintas subbandas del pozo cuántico, y con distintas orientaciones de espín, de modo 
que las concentraciones de electrones totales de equilibrio y al nivel de Fermi se 
obtienen como la suma e e
s i





, respectivamente. La 
magnetoconductividad por tanto se obtiene como    .
Las figuras 4.4a  y 4.4b muestran los valores de la magnetorresistividad diagonal 
obtenidos con el modelo, utilizando los valores experimentales de la figura 4.3 cuando 
la tensión de puerta es 0.5 V. La concentración total de portadores de , 
repartiéndose dicha concentración en  y  en la 
primera y segunda subbanda del pozo, respectivamente.  El parámetro Rashba de IEO 
del tipo SIA es .  
163.6 10en  
-2m
158.0 10  -2m161 2.8 10en  
-2m 2en
110.7 10   eVm
Fig. 4.4a  Detalle de las oscilaciones de SdH 
obtenidas a valores bajos del campo magnético, 
donde se observa un nodo debido a la existencia de 
dos SE2D con espín diferente en la primera 
subbanda.  
Fig. 4.4b Oscilaciones de SdH donde se observa la 
modulación de la amplitud de las mismas 
producida por la existencia de portadores 
pertenecientes a la segunda subbanda. 
En la figura 4.4a se muestra un nodo en la gráfica de la magnetorresistividad 
diagonal, debido a la existencia de dos tipos de portadores en la primera subbanda. Este 
nodo ocurre cuando  1 2N , N , N ', FE E E     E con . Conocido el 
valor del índice de Landau  que corresponde al nodo, se puede calcular el parámetro 
Rashba 
1 2'N N ,N ,...  
N
 , donde la energía de los niveles de Landau está descrita en la ecuación (2-37) 
y en nivel de Fermi en la expresión (2-23). En la figura 4.4b se muestran las 
oscilaciones SdH representadas en un intervalo mayor de campo magnético, donde se 
observa la modulación de la amplitud de dichas oscilaciones, producida por la 
existencia de portadores en la segunda subbanda. Dicha modulación en la envolvente de 
las oscilaciones de SdH se pone de manifiesto en la figura 4.3, en los resultados 
experimentales  obtenidos con tensiones   de 0.5 V y 1.5 V, respectivamente. gV
Como conclusión, se puede afirmar que el modelo reproduce los resultados 
experimentales de magnetorresistividad de un SE2D confinado en un pozo, donde dos 
subbandas están ocupadas. El SE2D se trata como la suma de cuatro subsistemas 
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bidimensionales, correspondientes a las subbandas y con orientaciones de espín 
opuestas en cada subbanda. El modelo permite, una vez conocida la concentración de 
portadores de la primera subbanda, el cálculo del parámetro Rashba. 
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4.4 Artículo: Magnetotransport in a two-dimensional system confined in wurtzite 
Alx Ga1-x N/GaN heterostructure. R. Cangas, M. A. Hidalgo. Applied Physics 
Letters 102, 162413 (2013). 
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En este trabajo [41] se ha calculado y analizado la magnetorresistividad diagonal 
(oscilaciones de SdH) de un SE2D confinado en una heteroestructura  AlxGa1-xN/GaN, 
donde el sistema está repartido en dos subbandas del pozo cuántico. Los materiales que 
forman la heteroestructura cristalizan en una estructura del tipo “wurtzita”,  formando 
una red hexagonal. Los parámetros experimentales utilizados para dicho cálculo son los 
descritos en la referencia [48]. 
El interés de este sistema para nuestro estudio es la existencia en este material, 
de dos tipos de asimetría de inversión, que afectan al espín del electrón por IEO cuando 
está orientado según el eje c. Una es el efecto Dresselhauss del tipo BIA ya descrito, 
proporcional al término k 3 , pero con una dependencia con k  y  

 análoga a la
asimetría SIA. Otro tipo de asimetría está producida por la polarización piezoeléctrica 
debida a tensiones en la interfaz [49] de la heterounión, produciendo un término de IEO 
lineal en k . A este tipo de asimetría se la denomina WSIA (wurtzite structure inversion 
asymmetry), y es cinco veces mayor que la producida en heterouniones AlGaAs/GaAs. 
Y por último la IEO del tipo SIA (efecto Rashba)  producida por un campo eléctrico 
externo en la heteroestructura.  El Hamiltoniano de la IEO en este material es de la 
forma: 
 2 2SO z y x H R  WSIA  W Z   b k k  x y k k (4-1) 
R WSIA  (donde    es el parámetro Rashba,   .5 010
13eVm ) es el coeficiente 
relacionado con el campo intrínseco piezoeléctrico de la interfaz de la heterounión, 
) es el término Dresselhaus, y b es un parámetro de ajuste, que 
toma un valor  en un cristal ideal.  En caso de confinamiento fuerte en un pozo de 
anchura “ ”, se cumple 
031eVm3
b 4
WZ ( .1 61
d 2kz  k
2 , donde 
2  d2kz
 H k   k 
, quedando el Hamiltoniano 
(4-1) de la forma 
SO eff x y y x (4-2) 
con 
2
eff R WSIA WZ z    b k (4-3) 
donde el término  eff  se considera como un “parámetro Rashba efectivo” que engloba 
los efectos de IEO mencionados anteriormente.  
La heteroestructura del dispositivo está formada por varias capas de GaN y 
AlxGa1-xN , una de las cuales se ha dopado con Fe. Las impurezas de Fe se utilizan para 
crear “niveles profundos”, formando trampas que capturan electrones. Al iluminar la 
muestra con luz azul (  472nm ) a temperatura de .0 38K , se produce una 
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Fig. 4.5 Oscilaciones SdH experimentales obtenidas bajo distintos tiempos de iluminación 
[47]. La figura de la derecha muestra la transformada de Fourier de  las oscilaciones, 
existiendo una relación directa entre el espectro mostrado y la concentración de  portadores 
en las distintas subbandas y orientaciones de espín. 
Fig. 4.6  Calculo de las oscilaciones de SdH cuando los tiempos de iluminación son de 3 s 
(a), 1153 s (b), 2593s (c) y 3193s (d) 
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“fotoconductividad persistente”, sacando los electrones de los niveles profundos del Fe 
y transportándolos a la capa GaN, donde se forma el SE2D. La concentración de 
portadores aumenta con el tiempo de exposición, llegando incluso a ocupar la segunda 
banda  del pozo. Del mismo modo como se ha procedido en el trabajo anterior [40], al 
estar ocupadas dos subbandas, se tratan independientemente las poblaciones de 
portadores de las mismas, y la magnetoconductividad se calcula sumando las 
correspondientes a las conductividades de cada subbanda, es decir,   is
s i
La  figura  4.5 muestra los resultados experimentales de las oscilaciones de SdH 
obtenidos para varios tiempos de iluminación, y por tanto varias concentraciones de 
portadores. La pendiente positiva en el valor medio de la magnetorresistividad se 
atribuye al aumento del tiempo de relajación   con el campo magnético [46]. 
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Tabla 1 





2 (m )en (eVm)eff
3 168 75 10.  155 0 10.  121 0 10.   
1153 168 87 10.  157 5 10.  122 5 10.   
2593 168 97 10.  157 5 10.  123 7 10.   
3193 169 03 10.  157 5 10.  124 0 10.   
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 La figura 4.6 muestra las oscilaciones SdH calculadas con el modelo para unas 
condiciones de iluminación de 3 s (a), 1153 s (b), 2593s (c) y 3193s (d). En la tabla 1 se 
indican las concentraciones de portadores de cada subbanda relacionadas con el tiempo 
de iluminación, y el parámetro efectivo de Rashba, utilizados en el cálculo de la 
magnetorresistividad. 
En resumen, estos resultados confirman la fortaleza del modelo semiclásico 
utilizado en el cálculo de la magnetoconductividad (magnetorresistividad) en sistemas 
electrónicos confinados en dos subbandas, donde la IEO está presente. Con este modelo, 
a partir de los resultados experimentales de las oscilaciones de SdH, se puede obtener el 
valor del parámetro eff  de interacción espín órbita, tal como se describe en el trabajo 
anterior [40].  
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4.5 Artículo: Influence of the Spin–Orbit Interaction on the Magnetotransport 
Properties of a Two-Dimensional Electron System. R. Cangas, M. H. Hidalgo, 
SPIN Vol. 5, No. 3 (2015) 1530003 (13 pages), World Scientific Publishing 
Company. 
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Este artículo [45] describe el modelo semiclásico expuesto en esta memoria de 
doctorado, y muestra una recopilación de los resultados obtenidos con dicho modelo, y 
publicados anteriormente en otras revistas.  Dicho artículo se realizó a petición de la 
revista SPIN para la edición de un sistema monográfico sobre el efecto Hall cuántico. 
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5 Conclusiones 
El objetivo general de este trabajo esta descrito en la introducción del Capítulo 1, no así 
las conclusiones generales del mismo, las cuales voy a enunciar: 
 La comparación de los resultados de magnetoconducción calculados con el
modelo presentado, con los obtenidos experimentalmente por diversos autores,
ya mostrado en el capítulo anterior, pone de manifiesto que el magnetotransporte
de un sistema electrónico bidimensional confinado en una estructura
semiconductora,  puede describirse  utilizando principios básicos de la mecánica
clásica y de la mecánica cuántica. En concreto, se ha hecho una descripción
clásica de la trayectoria del electrón en estos sistemas, y una descripción
cuántica de los estados energéticos y de la estadística que gobierna la ocupación
de dichos estados.
 Se ha entendido y constatado la importancia de la interacción espín-órbita,
siendo imprescindible  el conocimiento y control de dicha interacción en el
desarrollo de dispositivos, donde no solo la carga  eléctrica, sino también el
espín del  electrón, sean variables a tener en cuenta en la operatividad de los
mismos. Dicha interacción se ha tenido en cuenta en el modelo presentado,
poniéndose  de manifiesto en las oscilaciones de Shubnikov-de Haas.
 El modelo también permite calcular la magnetoconducción en sistemas
electrónicos bidimensionales, donde los electrones están repartidos
energéticamente en las subbandas asociadas a los niveles energéticos de un pozo
cuántico, y sometidos a interacción espín-órbita. Se ha calculado de forma
independientemente la magnetoconductividad de cada subsistema perteneciente
a cada subbanda, y donde se ha tenido en cuenta la orientación del espín en los
portadores de cada subsistema.
 El modelo puede extenderse al cálculo del magnetotransporte en sistemas
electrónicos donde la IEO,  no solo puede ser debida a campos eléctricos
producidos por la asimetría del potencial de confinamiento (SIA) o del potencial
cristalino (BIA), sino a otros campos, como el producido por tensiones  en el
material GaN (Wurtzita) [48].
En el Capítulo 4 se han enunciado las conclusiones particulares, originadas por la 
aplicación del modelo de magnetoconducción a sistemas electrónicos confinados en 
distintas condiciones y materiales.   
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a b s t r a c t
In this paper, we analyze the contribution of the Rashba spin–orbit coupling in a two-dimensional
electron system (2DES) of an inversion layer under quantum Hall regime as a function of the magnetic
field. The study is based on a semiclassical model for the magnetoconductivities of the 2DES. This model
reproduces the measurements of the Subnikov–de Haas oscillations obtained in III–V heterostructure,
and shows the Rashba spin–orbit coupling at low fields. We also discuss the Rashba and Zeeman
competition and its effect on the magnetoconductivity.
& 2009 Elsevier B.V. All rights reserved.
The spin–orbit coupling effect in semiconductors takes
importance in 1990 when Datta and Das proposed a spin-
polarized field effect transistor [1]. The key idea of this device is
that the orientation of spins of a two-dimensional electron system
(2DES) confined in a narrow-gap semiconductor quantum well
can be changed by the spin–orbit interaction, providing both
parallel and anti-parallel orientations with respect to the
spin–orbit magnetic field. The spin-polarized carrier are injected
and collected by the ferromagnetic electrodes. The modulation of
current is achieved by controlling the alignment of a carrier’s spin
with respect to the magnetization vector in the collector
electrode. The gate electrode on the top of the device is used to
control the spin–orbit interaction that depends on the gate
electric field. Even without any external magnetic/electric field,
the carriers of the 2DES can be spin polarized by the internal
built-in electric field due the structure inversion asymmetry (SIA)
of the heterostructure device. The first theoretical study of this
effect was made by Rashba in 1960 [2]. In 1989 Das et al. obtained
an evidence of spin splitting at zero magnetic field in InGaAs/
InAlAs heterostructures [3]. The SIA electric field is normal to the
2DES confined in the inversion layer or quantum well, and the
spin splitting provided by this field is given by the expression [4]
DESIASO ¼ 2ak (1)
where a is a parameter that depends on the electric field
asymmetry of the heterostructure, and ~k ¼ ðkx; kyÞ is the 2DES
wave vector, a is also called Rashba parameter. Measured values of
a varies between 21012 and 51011 eVm for a 2DES confined
in InGaAs/InAlAs heterostructures [5,6]. Also in MOSFET devices a
can be tuned with the gate voltage [1,7]. On the other hand, zinc-
blend semiconductors have bulk inversion asymmetry (BIA),
varying their lattice potential with the crystal directions and
therefore the local electric field [8]. For a 2DES confined in a (x, y)
plane the energy is spin–orbit splitted by this local field, giving
DEBIASO ¼ g(kx ky)k [9], where g is a parameter that depends on the
material. The BIA effect is stronger than the SIA effect in the GaAs/
AlGaAs heterostructure 2DES [10], and the values measured of
spin-split energy in this alloy are of the order of 20meV at the
Fermi level [11]. In quantum well and heterostructure devices
made with InGaAs/InAlAs systems the SIA effect has more
relevance than BIA, obtaining spin-split energies of the order of
meV at Fermi level [5]. This has hindered spintronics research in
the GaAs/AlGaAs system, which provides the highest mobility
2DES.
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In this paper, we reproduce the experimental results obtained
by Nitta et al. [7], where they realized several measurements of
the Subnikov–de Haas (SdH) oscillations of a 2DES, confined in an
In0.53Ga0.47As/In0.52Al0.48As heterostructure at 0.4 K. A regular Hall
bar sample was made with this structure and the 2DES is placed in
the In0.53Ga0.47As layer. An applied voltage VG on top of device
induces a variation on the Rashba parameter a of the 2DES, which
is obtained from the node positions of SdH oscillations. In fact,
they show that a negative gate voltage increases the electric field
and enhances a. The model that we use is a simple semiclassical
theory of a two-dimensional electron gas confined in a well, under
the application of external electric and magnetic fields, and with
the presence of Rashba spin–orbit coupling (SIA effect). In this
theory, we assume that variations in the external magnetic field
produces a fluctuation of the electron density, keeping constant
the chemical potential, which is fixed by the environment [12]. In
all 2DES confined in heterostructures there is a reservoir of
electrons surrounding the system that provides electrons. Then,
necessarily the chemical potential is established by the whole 3D
structure. A similar scenario was intended at the beginning of the
discovery of the quantum Hall effect [13], although considering a
capture mechanism of electrons by the impurities.
At zero external magnetic fields, we consider the 2DES like a
two-dimensional non-interacting electron gas under the effective
mass approximation, perturbed by impurities, defects and the
spin–orbit coupling. Then, the energy of each electron can be
approached as E(k) ¼ _2k2/2m+U7DESO/2, where m is the electron
effective mass, U takes into account the electrostatic interaction
with impurities and defects, and DESO is the spin–orbit split
energy caused by the SIA effect. Hence, each energy level is split
into two levels spaced in energy by a factor DESO. Then the whole
2DES can be studied like two 2DES with different spin orienta-
tions (parallel and anti-parallel to the spin–orbit magnetic field).
On the other hand, when an external magnetic field B is applied
normal to the 2DES, and assuming no spin–orbit coupling effects,
the energy of the system is discretized in Landau Levels (LL), with
values ENLL ¼ ðNNLL þ 1=2Þ_o 1=2gmB, where the last term (Zee-
man term) correspond to spin mk orientations, NLL ¼ 0, 1, 2, 3,y, g
is the effective g-factor, o ¼ eB/m the cyclotron frequency and m
the Bohr magneton. Measured values of g-factor varies from0.44
[14] in GaAs to 30 [15] in InAs alloys, and depends on the carrier
concentration [16] (we assume in this work a constant value of g-
factor).
In a 2DES confined in a heterostructure device, taking into
account the SIA and Zeeman effects, the energy of carriers is
obtained by the expression [4]
















with s ¼71 for NL ¼ 1, 2, 3,y, s ¼ +1 for NL ¼ 0 (the index s
refers to spin mk orientations), g ¼ 8a2m2/_3e and m0 are the rest
electron mass. Fig. 1 shows a fan of energy levels of the 2DES with
data obtained from Table 1 for VG ¼ 0.3 V (see below). In the figure






levels is appreciated for some values of the magnetic field. We will
show the consequences of this behaviour in the magnetoconduc-
tivity properties of the 2DES.
It is well known that the density of states in the 2DES at zero
field is D0 ¼ m/2p_2, i.e. the states are uniformly distributed in
energies (in this equation we have not taken into account the spin
degeneration). But when a magnetic field is applied the energy
states are given by Eq. (2). In this approximation, we assume that
each level is degenerated in eB/h, and that the density of states



















where GNLs is the width of the E
s
NL
level. The level broadening is





, where d is the order of the




the magnetic length) G2NLs depends on the
strength of the magnetic field. The broadening due to long-range
potentials is proportional to fluctuations of the local potential
energy (V(r)/V(r)S)2, and can be considered negligible for short-
range potentials in d-doped samples where the impurities are far
from the 2DES. Then, we use the expression





where G0 and k are fitting parameters, and t is the relaxation time
without applied magnetic field. Eq. (3) involves two 2DES with
two different spin states. Fig. 2a and b shows the density of states
of a 2DES for the data given in Table 1 for VG ¼ 0.3 V at 1.2 and
1.8 T, respectively. When the applied magnetic field increases, the
energy levels EsNL move to the Fermi level (EF), and the conduction
occurs when each level crosses EF, providing a modulated
oscillation in the magnetoconductivity and magnetoresistivity at
quantum Hall regime (beating pattern of SdH oscillations, see
Fig. 3) [17]. The beating pattern arises from the existence of two
kinds of carriers, and the sum of their concentrations at Fermi
level. The nodes of the oscillations occur in the region of magnetic
field in which there is no coincidence of energy levels at Fermi
ARTICLE IN PRESS





















Fig. 1. Plot of the energy levels (from NL ¼ 18 to 35) of the 2DES system with the
data of Table 1 for VG ¼ 0.3 V. Dash line corresponds to E

NL
levels and solid line to
EþNL levels. It shows the crossing of spin-up and spin-down levels when B decreases.
Table 1
Parameters used to compute the magnetoresistance of the 2DES confined in a
In0.53Ga0.47As layer of the device described in Ref. [7].
VG (volts) n (m
















The effective mass of the carriers is m ¼ 0.05m0, the effective g-factor is 4. The
relaxation time is t ¼ 1.01012 s, obtained from the measures made by Burgt et
al. [20].
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energy. This condition is given by ðEþNL þ E
þ
NL1
Þ=2 ¼ ENLnC  EF,
where NLnC ¼ NL+1, NL+2,y., . The first node occurs close to 1.8 T,
when the levels NLE22–23 cross the Fermi level and NLnC ¼ NL+1.
The second node occurs at 0.95 T with NLE43 and NLnC ¼ NL+2.
High-order nodes occur for NLnCXNL+3 and Bo0.95 T. On the other
hand, when EþNL ¼ E

NLC
, with NLC ¼ NL+1, NL+2,y, a coincidence of
levels appears. At Fermi level, one coincidence occurs in a region
of magnetic field near to 1.2–1.3 T for NLE31–33 (with
NLC ¼ NL+2), and in this region the magnetoconductivity oscilla-
tions have maximum local values. In Fig. 2a there is coincidence of
levels near EF but not in Fig. 2b. Also exists a competition between
Rashba and Zeeman effects which occurs by the coincidence of
levels EþNL and E

NLþ1
. If we compare Eq. (2) with the conventional
spin-up and spin–down energy states associated with NL LL
number, this correspond to EþNL and E

NLþ1




j [18]. In the absence of Rashba effect, Eq. (2)
reproduces well known LL energy spectrum. In the limit of large
magnetic fields the Zeeman term dominates the spin splitting,
obtaining DEspin ¼ gmB. In the opposite limit, when B-0,




is the Fermi wave
vector and n the equilibrium carrier concentration. The condition
of coincidence is EþNL ¼ E

NLþ1






















With the data of Table 1 for VG ¼ 0.3 V, this occurs at 4.85 T and
NLE7–8.
The magnetoconductivities are obtained relating the carrier
current density with the applied electric and magnetic fields. The
general expression is







where ~v is the carrier velocity, E the electron energy and f the
distribution function perturbed by the electric and magnetic fields
[19]. Hence, we are assuming two currents with different spins
(parallel and anti-parallel to magnetic field). To compute the
magnetoconductivity, we use the semiclassical theory, using the
Eq. (3) as density of states. Taking into account the linear
relationship~j ¼ ½s~E, where ~E is the applied electric field and [s]
the magnetoconductivity tensor, we obtain












n is the whole equilibrium carrier concentration and N the carried
concentration at the Fermi level, given by the expressions





f 0ðEÞDðEÞs dE (8a)






































B = 1.8 T























B = 1.2 T
Fig. 2. The 2DES density of states with data from Table 1 for VG ¼ 0.3 V. (a) At
B ¼ 1.2 T, where there is coincidence of adjoining levels at energies close to EF, (b)
at B ¼ 1.8 T, where all levels are spin resolved at energies near EF and hence there is
no coincidence of levels.

















VG = +0.3 V
VG = 0 V
VG = −0.3 V
Fig. 3. SdH oscillations of a 2DES confined in the In0.53Ga0.47As layer of a
heterostructure computed with data obtained in Ref. [7] and using the parameters
given in Table 1. This model reproduces the experimental values in which a
variation of Rashba parameter is observed with the gate voltage VG applied to the
system.
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From Eqs. (7a) and (7b) the magnetoresistivity tensor is
obtained by the relationship [r] ¼ [s]1, obtaining










Fig. 3 shows the computed values of magnetoresistivity from
Eq. (9a) of a 2DES confined in the In0.53Ga0.47As heterostructure
described in Ref. [7]. From these results, we determine the data
showed in Table 1 for three gate voltages, obtaining a good
agreement with the experimental data measured. In fact, the
model also reproduces the experimental results of the variation of
the Rashba parameter with the applied gate voltage.
At VG ¼ 0.3 the maximun of local oscillations occur at a value
of magnetic field near to 1.4 T instead in the range 1.2–1.3 T as we
expected if the coincidence condition EþNL ¼ E

NLþ2
¼ EF is applied.
This is a consequence of the overlapping of adjoining levels and
the increase of the density of states as the magnetic field grows.
On the other hand, as we have seen before, the Rashba–Zeeman
competition at Fermi levels occurs near to 4.85 T. Shen et al. [21]
deduced the appearance of a resonance in the spin Hall
conductance at values of magnetic field where exists the
coincidence EþNL ¼ E

NLþ1
being Eq. (5) the resonant condition at
Fermi level. The effect that we deduced is an increase in the
charge magnetoconductivity at this value of the field, and it could
be observed only in clean samples. Fig. 4 shows a plot of sxx
computed using a Gaussian width of a tenth of GNLs .
In summary, we have studied the transport properties of a
2DES with a Rashba spin–orbit coupling in a perpendicular
magnetic field, where we have assumed the system composed
by two kinds of carriers (electrons with parallel and antiparallel
spins). We analyze the effects on the conduction of the energy
levels crossing. When this occurs at Fermi energy the charge
magnetoconductance increases. Also the model shows the
Rashba–Zeeman competition, and predices the behaviour of sxx
at this point. The good agreement with the experimental data
obtained in Ref. [7] allows the use of this simple theory to model
spintronic devices.
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Fig. 4. Computed magnetoconductivity for a clean 2DES. The higher value of the
magnetoconductivity near 4.85 T is due to the competition of Rashba and Zeeman
effects. (The data used correspond to VG ¼ 0.3 V and 0:1GNLs from Table 1.)
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a b s t r a c t
In this paper we analyze the influence of the Rashba spin–orbit coupling on the quantum Hall
magnetoresistivity in a two-dimensional electron system (2DES). The study is based on an analytical
model for the integer quantum Hall effect (IQHE) and the Shubnikov-de Haas (SdH) phenomena. This
model shows the behaviour of the Hall magnetoresistivity when the Rashba parameter is varied, and
reproduces Hall plateaux of a 2DES confined in a III–V heterostructure. We also discuss the Rashba and
Zeeman competition and its effect on the width of the Hall magnetoresistivity plateaux.
& 2009 Elsevier B.V. All rights reserved.
The quantum Hall effect is one of the most amazing and
interesting phenomena in the condensed matter physics discov-
ered at the end of the past century. The integer quantum Hall
effect (IQHE) is characterized by the appearance of quantized
plateaux in multiples of ve2/h in the non-diagonal magnetocon-
ductivity sxy (h is the Planck constant, e the electron charge and
v=1,2,3, y an integer), and vanishing values in the diagonal
magnetoconductivity sxy observed at the same magnetic field
ranges [1]. The magnetoconductivities are measured on a
two-dimensional electron system (2DES) at very low tempera-
tures. Up to now the physical realizations of a 2DES are provided
in semiconductor heterostructures, MOSFETs devices, and more
recently in graphene layers [2]. From the theoretical point of view
several attempts to understand the integer quantum Hall effect
(IQHE) have been published. The most accepted is based on the
‘gendanken’ experiment thought up by Laughlin [3], where the
2DES localized states due to ionized impurities and defects play a
crucial role to explain the plateaux. However, experimental
evidences show that higher electron mobility (materials with
less defects and impurities) provides better plateaux precision [4].
The appearance of even and odd plateaux (v even or odd) in the
IQHE is due to the breakdown of the spin degeneration of every
Landau level (LL) as a consequence of the Zeeman effect, creating
spin-polarized carriers with parallel and anti-parallel orientations
with respect to the direction of the applied magnetic field and
splitting the LLs. Even without any external magnetic field applied,
the carriers of the 2DES confined in the inversion layer of an
heterostructure can be spin-polarized by the spin–orbit magnetic
field created by the internal built-in electric field, that is formed by
the structure inversion asymmetry (SIA) of the heterostructure
device. The carriers have parallel and anti-parallel orientations
with respect to the spin–orbit magnetic field. In 1989 Das et al. [5]
obtained an evidence of spin splitting at zero magnetic field in
InGaAs/InAlAs heterostructures. The SIA electric field is normal to
the 2DES confined in the inversion layer or quantum well, and the
spin splitting provided by this is given by the expression [6]:
DESIAso ¼ 2 a k ð1Þ
where k
!
¼ ðkx; kyÞ is the 2DES wave vector, and the Rashba
parameter, that depends on the electric field asymmetry of the
heterostructure, a has values that varies between 210–12 eV m
and 510–11 eV m for InAs [7,8] and is of the order of
1.510–13 eV m for AlGaAs [9]. In 1990 Datta et al. [10] proposed
a spin-polarized field effect transistor based in the interference of
two spin-polarized currents, controlling the polarization of the
currents with the gate electric field. Yang and Chang [11] have
found that Rashba spin splitting energy has a nonmonotonic and
anisotropic behaviour with the momentum, in contrast to the
widely used isotropic linear model. In our model the 2DES is
confined in the In0.53Ga0.47As layer of the device used in Ref. [12],
and we consider a linear behaviour with the momentum of the
Rashba spin splitting.
On the other hand, zinc-blend semiconductors have bulk
inversion asymmetry (BIA), varying their lattice potential with the
crystal directions and therefore the local electric field. Due to this
there exist an intrinsic BIA spin–orbit effect. The BIA effect is
stronger than the SIA effect in the GaAs/AlGaAs heterostructure
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2DES, and the values measured of spin–split energy in this alloy
are of the order of 20 meV at the Fermi level [13]. In quantum well
and heterostructure devices made with InGaAs/InAlAs systems
the SIA effect has a dominant effect on BIA effect , being SIA spin–
orbit split energy at least two times greater than BIA spin–orbit
split energy [14]. Measured spin–split energies are of the order of
meV at Fermi level [15]. Ref. [16] shows a theoretical analysis of
the interplay between Zeeman spin splitting, Rashba and
Dresselhaus spin–orbit interaction.
In a previous paper [17] we have presented an analysis of the
diagonal magnetoresistivity in a 2DES affected only by Rashba
spin–orbit coupling, and this paper treats its effect on the Hall
magnetoresistivity at larger magnetic fields. The model used is a
simple semi-classical theory of a 2DES confined in a quantum well
under the application of external electric and magnetic fields [18],
and with the presence of Rashba spin–orbit coupling [17]. In this
theory we assume that variations in the external magnetic field
produces a fluctuation in the electron density, keeping constant
the chemical potential, which is fixed by the environment. In all
realization of a confined 2DES there is a reservoir of charge
surrounding the system that provides electrons to it. Then the
chemical potential must be established by the whole 3D structure.
A similar scenario was intended at the beginning of the discovery
of the quantum Hall effect [19], although considering a capture
mechanism of electrons by the impurities.
At zero external magnetic field we consider the 2DES as a two-
dimensional non-interacting electron gas under the effective mass
approximation, perturbed by impurities, defects and spin–orbit
coupling. Then, the energy of each electron can be approached by
EðkÞ ¼ _2k2= 2mþUð Þ7DESO=2, where m is the electron effective
mass, U takes into account the electrostatic interaction with
impurities and defects, and DESO is the spin–orbit split energy
caused by the SIA effect (Eq. (1)). On the other hand, when an
external magnetic field B is applied normal to the 2DES, and
assuming no spin–orbit coupling effects, the energy of the system
is discretized in Landau levels (LL) with values
E7NLL ¼ ðNNLLþ1=2Þ _x 71=2 gm B, where the last term (Zeeman
term) correspond to spin mk orientations, NLL ¼ 0; 1; 2; 3. . .,
x¼ e B=m the cyclotron frequency, m the Bohr magneton and g is
the effective g-factor, that can be as high as 15 in InGaAs alloys
[20]. In a 2DES confined in a heterostructure device immersed in
an external magnetic field, and taking into account the SIA and
Zeeman effects, the energy of the carriers is determined by the
expression [6]
















with s= 71 for NL ¼ 1; 2; 3; ::::, and s= +1 for NL=0 (the index s
refers to spin mk orientations), where g ¼ 8a2m2=_3e, and m0 is
the free electron mass. Rashba and Zeeman effects break the spin
degeneration. We analyze the entire two-dimensional electron
gas as two 2DES with different spin orientations (parallel and
anti-parallel to the magnetic field) with quantized energies EsNL .
When the applied magnetic field increases, the energy levels EsNL
move to the Fermi level (EF), and the conduction occurs when
each energy level crossesEF , providing beating patterns in the
Subnikov-de Haas oscillations and in the Hall magnetoresitivity,
with nodes at the same values of magnetic field (Fig. 1). Fig. 1 is
reproduced with Eqs. (5a) and (5b) and the values showed are
obtained from the experimental data given in Ref. [12], with a
carrier concentration of 2.01016 m2 at zero magnetic field, an
effective mass of 0.05m0, a=0.721011 eV m, g=4, and a
relaxation time of t=1.01012 s [21]. The maximum/minimum
(nodes) oscillations are due to the coincidence/no coincidence of
different energy levels EsNL at the Fermi level. The nodes occur with






oscillations of the magnetoresistivity at low magnetic field can be
used to determine the spin–split energy, and hence the Rashba
parameter [12,17] assuming no BIA spin–orbit effect.
If we compare Eq. (2) with the conventional spin-up and spin-
down energy states associated with NL Landau level number, this
corresponds to EþNL and E
-
NLþ1




In the absence of Rashba effect, Eq. (2) reproduces well-known LL
energy spectrum. In the limit of large magnetic fields the Zeeman
term dominates the spin splitting obtaining DEspin ¼ gm B. In the
opposite limit when B-0, we obtain DEspin ¼ 2a kF at the Fermi




is the Fermi wave vector and n the
equilibrium carrier concentration. At intermediate magnetic fields
also exists a competition between Rashba and Zeeman effects







at a fixed value of the magnetic field. In this point
DEspin=0. At magnetic fields below this field the Rashba effect
dominates, and for fields above, the Zeeman effect does. When the
coincidence occurs at Fermi level, in very clean samples, a
maximum in magnetoresitivity (and also in magnetoconductivity)
should be observed [12,23]. Fig. 2 shows a fan of energy levels of
the 2DES. Continuous line corresponds to conventional Landau
levels with spin degeneration, and dash lines correspond to
energy levels obtained from Eq. (2). In the figure, we have used
higher values of Rashba parameter (a=31011 eV m) and the
gyromagnetic factor (g=8) in order to show the Rashba–Zeeman
competition EþNL ¼ E
-
NL þ1
 EF with more detail, that occurs near to
14.5 T (EF=0.096 eV).
The magnetoconductivities are obtained relating the current
carrier density for a 2DES to the applied electric and magnetic
fields, taking into account the presence of two populations of
electrons in the 2DEG with two different spin orientations. Then,
















s f ðEÞ DðEÞs dE ð3Þ
where v
!
s is the carrier velocity, E the electron energy, D(E)s the
density of states for each spin orientation [12,24], and f is the
modified distribution function due to the electric and magnetic
fields [25]. We assume that the density of states is the ad hoc














































Fig. 1. SdH and Hall magnetoresistivity oscillations of a 2DES confined in
the In0.53Ga0.47As layer of a heterostructure computed with data obtained in
Ref. [12], with a zero field carrier concentration of 2.01016 m2, a Rashba
parameter a=0.721011 eV m and a g-factor of 4.
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levels that strongly depends on the range of the scattering
potentials [24]. For short range scatters C2NLs depends on the
strength of the magnetic field. The broadening due to long range
potentials is proportional to fluctuations of the local potential
energy (V(r)/V(r)S)2, and can be considered negligible in d-
doped samples where the impurities are far from the 2DES. Then,





, where G0 and k are fitting
parameters, and t is the relaxation time without applied magnetic
field.
Hence, we assume two currents with different spins (parallel
and anti-parallel to the magnetic field). Taking into account the
relationship j
!




is the electric field and [s] the
magnetoconductivity tensor, with terms sxx=syy=(e2Nt/m)/
(1+(ot)2), sxy=syx=(e2not2/m)/(1+(ot)2). n is the whole
equilibrium carrier concentration, and N the carrier concentration
at Fermi level, given by
















where f0 is the Fermi–Dirac distribution function. Fig. 3(a) and (b)
shows the oscillations of each equilibrium concentration of the
two carrier’s populations as a function of the magnetic field, and
the sum of both, Eq. (4a), with the data used in Ref. [12], and as
obtained from the model. Fig. 3(a) represents n in all the magnetic
field range and Fig. 3(b) at low magnetic fields. As it is seen, in the
limit of zero magnetic field, different values for n+ and n appears
as a consequence of the Rashba spin–orbit effect. Therefore, this
difference of the carriers concentration also allows to determine
the Rashba parameter. Of course, the two kind of spin carriers are
presented in samples where more than one sub-band is occupied
[26,27] and with non-parabolic energy dispersion. Taking into
account that tensor of the resistivity is obtained from [r]=[s]1,
the magnetoresistivities diagonal and Hall are










As we mentioned before, the whole 2DES can be viewed like
two 2DES with different spin orientation, separated in energy by
DESIAso ¼ 2akF . Then, from a naı̈ve point of view assuming a
parabolic energy dispersion, and taking into account the density
of states of a 2DES at zero magnetic field, DðEÞ ¼ m=2p_2 for each





where Dn0=n0n0 + is the difference in carrier concentrations at
zero field between both possible spin orientations. Thus, for
example, the value obtained with this procedure with the data
used in Fig. 3b is a=0.771012 eV m.



































Fig. 2. Plot of the energy levels (from NL=0–6) of the 2DES system. Continuous line
are the conventional Landau levels without spin split. Dash line corresponds to E7NL
levels. It shows the Rashba–Zeeman competition where the adjoining levels
intersect. The used values of Rashba parameter and g-factor are a=31011 eV m
and g=8, respectively, and m=0.05m0. The Rashba–Zeeman competition occurs
near 14.5 T at Fermi level.




















n = n− + n+

















n = n− + n+
Fig. 3. (a) Oscillations of the bulk carrier concentrations n and n+ , and the sum of
both (Eq. (5)), as a function of the magnetic field. The figure was obtained with the
data used in Fig. 1[12]. (b) Detail of the carrier concentrations of Fig. 3a at low
magnetic field.
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Fig. 4 shows the Hall magnetoresistivity at three different
values of Rashba parameter and considers an effective g-factor of
8. In order to resolve even and odd plateaux (even and odd n,
respectively) we use small gaussian width of energy levels [17].
When a=0 the spin degeneration is broken only by the Zeeman
effect, and the width of the plateaux grows with the magnetic
field. The odd plateaux became wider when B grows. When aa0
the width of the plateaux varies due to the effect of the Rashba
spin–orbit, producing the disappearance of the odd plateaux in
the magnetic field regions where the Rashba–Zeeman
competition occurs, i.e. when EþNL ¼ E
-
NL þ1
near to Fermi level.
For a=3.01011 eV m this happens near to 14.5 T, vanishing the
v=5 plateaux, and for a=5.01011 eV m Rashba–Zeeman
competition occurs at values close to 25 T, vanishing the v=3
plateaux. As expected, the value of the Hall magnetoresistivity is
not affected by the SIA spin–orbit effect (rxy=h/(ve2)=25812.807/
v O, v=1,2,3, y). In fact, the quantum Hall effect is reproduced in
dirty samples where local high electric fields due to impurities
exist.
In summary, we have studied the Hall magnetoresistivity rxy
of a 2DES with a Rashba spin–orbit coupling in a perpendicular
magnetic field, where we have assumed the system composed by
two kinds of carriers (electrons with parallel and anti-parallel
spins). At low magnetic fields rxy also reflects the beating pattern
with nodes at values of magnetic fields where the nodes of the
SdH appear. At higher fields rxy have values of h/(ve2), and not
depends on the Rashba parameter. The whole spin degeneration
only affects the width of the plateaux, vanishing the odd plateaux
in the region of the magnetic field where Rashba effect is almost
equal to Zeeman effect.
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Fig. 4. Quantum Hall magnetoresistivity at three different Rashba parameters and
an effective g-factor of 8. Continuous line correspond to a=0. For a=31011
eV m (dash-dot line) and a=51011 eV m (dot line) the v=5 and v=3 plateaux
vanishes, respectively. This occurs in both cases due to the Rashba–Zeeman
competition at these values of the magnetic field.
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Abstract
We show a simple model that computes the magnetoconduction in a two-dimensional electron
system (2DES) where the spin is another degree of freedom in the system. The 2DES is
confined in a quantum well (QW) immersed in a heterostructure, where the Rashba spin–orbit
interaction is present. When an external magnetic field is applied to the system, the
competition between the spin–orbit interaction and the Zeeman effect on the
magnetoconduction of the 2DES is analysed, in the cases where one or two sub-bands are
occupied in the QW. In the model different spin-oriented 2DES can be treated independently,
with a spin current associated with each system. The model has been tested with experimental
results obtained from a 2DES formed in an InGaAs layer.
(Some figures in this article are in colour only in the electronic version)
1. Introduction
The advances in the fabrication of mesoscopic systems with
few impurities and defects lead to the macroscopic observation
of microscopic quantum effects, such as the quantum Hall
effect (QHE) and Subnikov–de Haas (SdH) oscillations [1].
These phenomena are related to the magnetoconductance
of charged particles in a two-dimensional electron system
(2DES), where the spin of the charge carriers plays a relevant
role, and is responsible for the appearance of even and odd
plateaux in the integer QHE. It is also possible to manipulate
not only the charge current in the devices, but also the spin
of the carriers by means of magnetic and/or electric fields.
In fact, in 1990, Datta and Das [2] proposed a spin-polarized
field effect transistor (FET). The gate electrode on the top of
the FET device is used to control, by means of an electric
field, the spin of the electrons. This electric field induces a
spin–orbit interaction (SOI) that breaks the spin degeneration
of the energy states in the 2DES. Even without any external
magnetic/electric field, the carriers of the 2DES are also
spin polarized by the internal built-in electric field due the
structure inversion asymmetry (SIA) of the semiconductor
heterostructure. The first theoretical study of this effect was
made by Rashba [3] in 1960 (the SOI due to SIA is called the
Rashba effect). In 1989 Das et al obtained evidence of spin
splitting carrier populations at zero magnetic fields in InGaAs/
InAlAs heterostructures [4]. Additionally, zinc-blende-type
semiconductors have bulk inversion asymmetry (BIA). Due
to this asymmetry the local electric field varies along the
crystal directions and therefore the SOI [5] (Dresselhaus
effect). More recent devices are proposed by Schliemann
et al [6] and Nitta et al [7], both based on the spin manipulation
by means of an electric field. Schielemann has proposed a
spin-field-effect transistor based on SOI of both SIA and BIA
types, where the spin-independent scattering processes have
no influence on the spin transport, and also showed how the
interplay between SIA and BIA can lead to k-independent
spin wave functions. Nitta has proposed a device based on the
interference of spinning currents guided in narrow wire rings.
This work analyses the electrical magnetoconductance
(magnetoresistance) behaviour of a 2DES confined in a
heterostructure quantum well (QW), under QHE conditions,
and with Rashba SOI effect (at low temperature) using a
simple model based on semiconsiderations and taking into
0268-1242/11/105016+07$33.00 1 © 2011 IOP Publishing Ltd Printed in the UK & the USA
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account the spin orientation degree of freedom. From the
theoretical point of view several attempts to understand SdH
magnetoconductance oscillations and the integer QHE have
been published. The most accepted one is based on the
‘gendanken’ experiment thought up by Laughlin [8], where
the 2DES-localized states due to ionized impurities and defects
play a crucial role to explain the plateaux of the Hall affect and
the SdH oscillations of the magnetoconductivity, with minima
values close to zero. However, experimental evidence shows
that the measures made on the 2DES with higher electron
mobility (materials with few defects and impurities) provide
better plateaux precision. The model that we proposed does
not use localized states to explain the QHE and SdH effects,
but a simple one-electron theory with two assumptions: first,
the existence of a flow of carriers from/to the QW to/from
the heterostructure where it is immersed (the heterostructure
behaves as a ‘source/drain’ of charges), and where long
relative variations in the 2DES carrier concentration occur
with negligible variations in the 3D carriers density of the
environment; second, external magnetic fields and/or SOI lifts
the spin degeneration, splitting the 2DES into two independent
2DESs, one with parallel spin and the other with antiparallel
one [9, 10]. The first assumption indicates a constant value
of Fermi level in the 2DES when the 2D carrier concentration
changes when the applied magnetic field varies. The second
assumption leads us to consider the electron system as the sum
of two 2DES independent spin subsystems.
In the present work we consider a QW where two
sub-bands are filled; hence we consider four 2DESs (two
subsystems in each sub-band according to the two spin states).
In order to obtain the magnetoresistivity of such a system, in
section 2 we compute the energy of the carriers immersed in an
external magnetic field perpendicular to the 2DES plane, and
subject to SOI. Then we develop the density of states (DOS)
corresponding to the four 2DESs confined in the QW described
above. In section 3 we calculate the whole density of carriers
and the corresponding at the Fermi level in every 2DES.
Adding the four magnetoconductivities we determine the
total magnetoconductivity and hence the magnetoresistivity.
This model also determines accurately the integer QHE [10],
obtaining the plateaux and zeros of the Hall and diagonal
magnetoresistances respectively.
2. Density of states
The Hamiltonian of a 2DES confined in the (x, y) plane, when
an external magnetic field is applied, and taking into account
the SOI, can be written as [11, 12]






g∗μBB + α(σxky − σykx)
+ β(σxkx − σyky) (1)
where k is the electron wave vector, p the generalized
momentum, A the magnetic potential vector, B the external
magnetic field, g∗ the effective g-factor, μB the Bohr magneton
and σi=x,y,z are the Pauli matrices. The parameter α is related
to SIA spin–orbit interaction (Rashba parameter), and β is
a parameter related to the intrinsic BIA spin orbit coupling
(Dresselhaus parameter). The Rashba effect dominates in
the 2DES formed in semiconductors with lower gap energy
[13–15]. It can find measured values of α between 2 ×
10−12 eVm and 5 × 10−11 eVm for a 2DES confined in
InGaAs/InAlAs heterostructures [16, 17] (alloys where it
takes higher values). Also in the 2DES formed in MOSFET
devices α can be tuned with the gate voltage [18]. The
Dresselhaus β parameter varies strongly with the crystal
directions and with the width of the QW, obtaining values
of 1.4 × 10−13 eVm for a 20 nm wide InGaAs-QW [13].
In QW and heterostructure devices made of InGaAs/InAlAs
systems the SIA effect has more relevance than BIA, obtaining
spin-split energies of the order of meV at Fermi level. Recent
work shows a large Rashba spin splitting of 200 meV in a
2DES confined in a metallic surface-state band on Pb/Ge
(111) at room temperature [19], opening new technological
developments in semiconductor spintronic applications. We
will focus this work on the 2DES only affected by SIA spin–
orbit interaction, which is controlled by an external electric
field and hence the α parameter.
If the 2DES is confined in a QW with subbands’ energy
levels Ei(i = 1, 2, . . .), the eigenvalues of (1), assuming only
the Rashba effect, are given by the expression [3, 11]
EsiNL = Ei + h̄ω
⎡
⎣NL + s 1
2
√(










with s = ± for NL = 1, 2, 3, . . ., s = + for NL = 0, γ =
8α2m∗2/h̄3e, m0 is the free electron mass and ω = eB/m∗.
The states given by (1) are highly degenerate [11], with a
degeneracy of (2πl2)−1, where l = √h̄/(eB) is the magnetic
length. In the limit of large magnetic fields the Zeeman term
dominates the spin splitting, obtaining Espin = g∗μBB.
In the opposite limit when B → 0, Espin = 2αkF at the
Fermi energy, where kF =
√
2πn0 is the Fermi wave vector
and n0 the total 2DES carrier concentration. If we compare
equation (2) with the spin-up and spin-down energy states
associated with a conventional Landau level NL, this
corresponds to the E+NL and E
−
NL+1
states, i.e. Espin =∣∣E+NL − E−NL+1∣∣.
At zero magnetic field, the SIA spin-split energy of a
2DES is E±(k) = μck2 ± αk where μc = h̄2/2m, and the
density of states (DOS) of the spin-split branches at zero












, E < 0.
(3)
The DOS converges to the constant value D0 = m∗/πh̄2 (no
spin degeneration is considered) when α is zero. In a QW with
two filled subbands with energies E1 and E2, the 2DES can be
considered as the sum of four 2DESs, everyone related to the
E1↑, E1↓, E2↑ and E2↓ states. Hence the whole DOS of the











































Figure 1. Density of states of a 2DES with Rashba SOI at zero
external magnetic field. The whole DOS (black line) is the sum of
the contributions of the two filled subbands with energies E1 and
E2. Also each Ei subband is split into two spin systems, with DOS
D(Ei)+ and D(Ei)−. EF is the Fermi level.
Figure 1 shows the DOS of the 2DES confined in a QW
with two subbands (with energy leves E1 and E2). The whole
density of states is considered as the sum of the four DOS
independent related to the four 2DESs.
The DOS of a 2DES under the application of a magnetic
field normal to the system has a shape like a ‘comb’, where
the pinned ‘teeth’ are related to the EsNL values, and can be









× exp {−2(E − EsiNL)2/	2NLs}. (5)
The level broadening 	NLs is strongly dependent on the
range of the scattering potentials. For short-range scatters
	2NLs depends on the strength of the magnetic field. The
broadening due to long-range potentials is proportional to the
fluctuations of the local potential energy ((V (r) − 〈V (r)〉)2,
and can be considered negligible in samples where the
impurities are far from the 2DES. Then, we consider only
short-range scatters and use the expression [20] 	NLs =
	0 +κ
√
(2h̄2/π)(ω/τ), where 	0 and κ are fitting parameters,
and τ is the relaxation time that takes into account the transport
and spin relaxation processes. We assume the Dyakonov–
Perel relaxation mechanism [21, 22] which describes the spin
relaxation of free electrons.
Figures 2(a)–(f ) show the evolution of the DOS presented
in figure 1 when an external magnetic field is applied and exists
the Rashba effect. To model the DOS we have used a Rashba
parameter of α = 0.7 × 10−11 eVm and an effective g-factor
g∗ = 4. In order to compute the width of the Gaussian function
of energy levels, we use the fitting parameters 	0 = 0.01EF ,
κ = 1. The relaxation time is τis = 10−12 s given by Burg
et al [23].
Figures 2(a) and (b) show the oscillations and nodes of
the DOS. The maxima and minima values of the oscillations
occur when there is coincidence of the energy levels of the
different spin 2DES, i.e. D(E) have a maximum value when
E = E±NL = E∓N ′L, (NL = N
′
L) in every subband, and also
when there is coincidence of the energy levels of the maxima
values of the DOS in the two subbands, and at the same time
the coincidence of the minima values in the oscillations. The
nodes occur when there is no coincidence of energy states
[9] in the DOS, i.e. when E = E±NL = E∓N ′L . The number
of nodes and their position depend on the energy balance
between Rashba and Zeeman terms. The Rashba term grows
with the momentum, and hence with the energy, while the
Zeeman term remains constant. The lower the magnetic field
B, the larger the number of levels NL, and more nodes can
occur.
Figures 2(c) and (d) show with clarity the energy levels
in both subbands. In figure 2(c) there is an overlapping
of the E+iNL and E
−
iNL
levels in the DOS in each subband
and when both subbands are added. In figure 2(d) there
is coincidence of energy levels of different spin in each
subband, i.e. E±iNL = E∓iN ′L, (NL = N
′
L), but there is no
overlapping of the levels of the two subbands. Figures 2(d)
and (f ) show the DOS at high magnetic fields (8 T and 12 T
respectively). The height of the DOS levels depends again on
the coindicence of levels intrasubband and the overlapping of
levels intersubbands. As we will see below this DOS behaviour
and its value at Fermi level explain the magnetoconductance
of the 2DES.
3. Magnetoconduction
When the applied magnetic field increases, the energy levels
EsNL move to the Fermi level (EF ), and the conduction occurs
when each level crosses EF , providing the SdH oscillation
in the magnetoconductivity. The minimal values of the SdH
oscillations occur when there is no coincidence between EsNL
and EF , and the maximal values occur when EsNL = EF . On
the other hand, when two kinds of carriers are present in the
system the SdH oscillations show a beating pattern behaviour.
In a 2DES confined in semiconductor heterostructures the
SdH beating pattern arises from the existence of two different
2DES, spin-up and spin-down electrons systems respectively
[4].
In order to obtain the magnetoconductivity of the 2DES,
formed in the semiconductor heterostructure, we have to
calculate the density of carriers. Assuming that the 2DES
is confined in a QW with two filled subbands, each subband
energy level can be considered as a pocket that contains two
independent 2DES, with spins parallel and antiparallel to the
magnetic field. Therefore, the whole carrier concentration








where again i = 1, 2 refers to each subband Ei , and s refers
to each spin orientation, and the carrier concentrations are
obtained by the expressions nis =
∫ ∞
−∞ f0(E)Dis(E) dE. On
3
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(c () d )
Figure 2. (a)–(f ) show the evolution of the density of states of a 2DES when the magnetic field increases. The electron system is confined
in a QW with two filled subbands.
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Figure 3. (a) Variation of the 2DES concentration with the magnetic field. (b) Variation of the 2DES carrier concentrations at Fermi level
with the magnetic field. The red-dotted line and blue line are related to spin-up and spin-down orientations respectively. The black thin lines
are related to carrier concentration at levels E1 and E2, and the black bold line is related to the whole 2DES carrier concentration.
the other hand the total carrier concentration N at Fermi level










If the carrier concentration at zero external magnetic
field is known, the Fermi level of the system is determined
from equation (6). To compute the magnetoresistance we
use experimental data obtained by Can Min Hu et al [24].
The 2DES is formed in a 20 nm thick In0.53Ga0.47As layer
where the two subbands levels are filled. The electron
concentration at zero magnetic field is n0 = 3.6 × 1016 m−2
and the carrier concentrations of the subbands are n1 =
2.8 × 1016 m−2 and n2 = 8 × 1015 m−2. The calculated
Fermi level is EF = 0.172 eV and the computed subband
levels are E1 = 0.038 eV and E2 = 0.134 eV. The
effective mass is 0.05m0. Figure 3(a) shows the evolution of
the total carrier concentration in the whole 2DES (n) when
the external magnetic field increases, the evolution of the
two subbands’ carrier concentrations (n1 and n2), and the
evolution of the spin up/down 2DES that forms each subband
(n1+, n1−, n2+, n2−).
Figure 3(b) shows the evolution of the carrier
concentration N computed at Fermi Level in the whole
2DES, in the two subbands (N1 and N2), and the evolution
of the spin up/down 2DES that forms each subband
(N1+, N1−, N2+, N2−). The values of N1 and N show a beating
pattern with a node near to 2.2 T. The nodes occur when there
is no coincidence of the levels E+NL and E
−
N ′L
, at Fermi level.
The N value also shows an envelope modulation created by
the sum of the N2 value.
Consider a competition between Zeeman and Rashba
effects. Both effects cancel each other when E+NL = E−NL+1 =
EF [10, 17]. In this case there is a coincidence of the
value of the spin-up and spin-down carrier concentrations at
Fermi level, i.e. the spin split energy is zero. We can see in
figure 3(b) that this occurs at values of the magnetic field close
to 3 T for the 2DES confined in the E2 subband and 6 T for the
2DES confined in the E1 subband, where Ni+ = Ni− in both
subbands.
In the semiclassical approximation, when an electric field
is applied (normal to external applied magnetic field), the
carriers move with velocity v = vd + vc, where vd is the
drift velocity and vc the cyclotron one. We assume that the
mean value 〈vc〉 = 0 when the carriers move in the system
and we use the Boltzmann distribution function for carriers
perturbed by an electric and magnetic field [25, 26]. Taking
into account the previous assumptions and using the linear







which is the magnetoconductivity tensor, with components





{(e2Nisτis/m∗)/(1 + (ωτis)2)} (9a)





{(e2nisτis/m∗) · ωτis/(1 + (ωτis)2)}
(9b)
the current density for the two subband problem can be
expressed:
j = [σ ]E = (j1 + j2)↑ + (j1 + j2)↓. (10)
The magnetoresistivities are obtained by the relationship
between tensors [ρ] = [σ ]−1, with components ρxx = ρyy =
σxx/
(




and ρxy = −ρyx = σxy
/(





We reproduce the value of the magnetoresistivity given in
reference [24] when the whole 2DES carrier concentration
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Figure 4. (a) SdH oscillations beating pattern of the magnetoresistivity, with a visible node in the region between 2 T and 2.5 T. (b) Detailed
plot of the SdH oscillations that shows a clean node at 1.1 T, and another in the 0.7 T–0.8 T interval.











































Figure 5. (a) Magnetoconductivity |σxy | of the whole 2DES and magnetoconductivities |σxyi | of the subsystems related to each filled
subband versus the external applied magnetic field. (b) Magnetoresistivity of the 2DES versus the external applied magnetic field.
is 3.6 × 1016 m−2 and two energy subbands in the QW
are filled. Figure 4(a) shows the SdH oscillations of the
magnetoresisitivity with a visible node near to 2.2 T, and
figure 4(b) shows a detailed plot in the interval 0.6 T–
1.5 T of the magnetic field, where two more nodes at values
near 0.75 T and 1.1 T respectively are also shown. As we
said before, the nodes occur when there is no coincidence
between energy levels at EF , i.e. when E+NL = E−N ′L at Fermi
level. The appearance and definition of the nodes depend
on the overlapping and the width 	NLs of the DOS energy
levels.
Figure 5(a) shows the calculated Hall magnetoconduc-
tivity (σxy) of the whole 2DES and the Hall magnetocon-
ductivities (σxy1, σxy2) related to the two subbands (obtained
with the experimental data [24] used above to compute the
SdH oscillations). The behaviour of σxy1 and σxy2 correspond
to the pattern of the integer quantum Hall effect each one,
with plateaux that have values of magnetoconductivity equal
to νe2/h, ν = 1, 2, 3, . . .. This is the result that we expect
because each 2DES is treated independently, and the model
reproduces the integer QHE in the case of only one filled
subband [10]. The total Hall magnetoconductivity σxy is the
sum σxy1 and σxy2 and also has plateaux with values νe2/h,
although with less definition. Figure 5(b) shows the Hall
magnetoresistivity of the 2DES, where one can observe
plateaux with values of magnetoresistivity equal to h/(νe2).
In both figures we have selected the interval of the magnetic
field from 5 to 25 T in order to show well-resolved plateaux
at low filling factors ν.
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4. Conclusions
In conclusion, we have developed a simple semiclassical
theory that reproduces the magnetoconduction of a 2DES
confined in a QW when two subbands are occupied and
when the competition between Rashba and Zeeman effects
is significant. Then, in the model that we use, the spin plays
an important role in the magnetoconduction. The model starts
with the whole carrier concentration at zero external magnetic
field, that establishes the Fermi level. When two subbands
are occupied, the carrier concentration of each subband is
obtained from the value of the subband energy level with
respect to Fermi level. Each subband is considered as the sum
of two independent 2DESs with different spin polarizations
due to the Rahsba effect. Therefore, we consider the whole
2DES confined in a QW as two filled subbands, and hence
four independent 2DESs. The evolution of the DOS with the
external applied magnetic field explains the SdH oscillations
and the integer QHE. The model can be generalized to systems
with more than two filled subbands.
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The magnetoresistivity of a two dimensional electron system confined in a wurtzite Al0.22Ga0.78N/GaN
heterostructure has been reproduced using a theoretical model based on a modified semiclassical
theory. When an external magnetic field is applied, nodes appear on the beating pattern Subnikov-de
Haas oscillations due to carriers with different spin orientations. The analysis of the magnetoresistivity
experimental data with the model led us to know accurately the value of the spin-orbit coupling
material parameters. VC 2013 AIP Publishing LLC. [http://dx.doi.org/10.1063/1.4803093]
The transport properties of spin polarized carriers in low
dimensional electron systems allow the development of spin-
tronic devices, and hence the creation of a new discipline: spin-
tronics.1 Spintronics was started in 1988 with the discovery of
giant magnetoresistance.2 In 1990, Datta and Das3 proposed a
spin-polarized field effect transistor (FET). In spintronics appli-
cations, long spin relaxation times are desired to preserve the in-
formation encoded in the spin as the electrons travel through the
device. A major cause of spin decay is the spin-orbit coupling,
caused by the interaction of the electron with the intrinsic poten-
tials of the semiconductor crystal. We present a theoretical
model that reproduces the magnetoresistivity experimental data
when spin-orbit interaction (SOI) affects the carriers’ transport.
The effects of the spin can be observed when it measures the
magnetoconductivity of two dimensional electron systems
(2DES) formed in semiconductor heterostructures, and it is
manifested by the beating pattern in the Shubnikov-de Haas
(SdH) oscillations.4–6 On the other hand, the spin of the electron
is responsible for the appearance of even and odd plateaux in
the measure of the Hall magnetoconductivity7 (integer quantum
Hall effect). The spin can be controlled by means of an external
magnetic field, which is responsible for the parallel/antiparallel
spin electron orientations with respect to the applied field. Also,
an applied external electric field can induce a SOI that breaks
the spin degeneration of the energy states in the 2DES. Even
without any external magnetic/electric field, the carriers of the
2DES are also spin polarized by the internal built-in electric
field (that also induces a spin-orbit interaction on electrons) due
the structure inversion asymmetry (SIA) of the semiconductor
heterostructure. The first theoretical study of this effect was
made by Rashba in 1960 (the SOI due to SIA is called the
Rashba effect).8 Additionally, zinc-blende-type semiconductors
have bulk inversion asymmetry (BIA). The main consequence
of this asymmetry is the appearance of a nonzero local electric
field along some of the crystal directions (Dresselhaus effect).9
In 1989, Das et al. obtained evidences of spin splitting carrier
populations in InGaAs/InAlAs heterostructure even without the
application of an external magnetic field.2 The BIA effect in
bulk III-V zinc-blende crystals results in k3 dependent spin split-
ting, whereas the SIA effect leads to an additional k-linear con-
tribution. In a two dimensional electron system confined in
quantum wells (QWs) formed with this material, the magnitude
of the energy spin splitting due to SIA and BIA depends on an
electron wave vector ~k. Hence, the 2DES Hamiltonian for the
SIA term can be written as HSIA ¼ aðrxky  rykxÞ, where a is
a parameter that depends on the electric field asymmetry of the
heterostructure, ri¼x;y;z are the Pauli matrices, and ~kðkx; kyÞ is
the two dimensional wavevector, a is also called Rashba param-
eter, and depends on the built-in electric field in the heterojunc-
tion. Measured values of a vary between 2 1012eVm and
5 1011eVm for a 2DES confined in InGaAs/InAlAs hetero-
structures.10,11 Also, in MOSFET devices, a can be tuned with
the gate voltage.12 The BIA term Hamiltonian becomes13
HBIA ¼ bðryky  rxkxÞ, where b ¼ chk2z i ¼ cðp=dÞ
2
, c is
the Dresselhaus coefficient and depends on the nonzero local
electric field due to crystal inversion asymmetry, and d is the
size of quantum confinement. The Dresselhaus b parameter
varies strongly with the crystal directions and with the width
of the QW, obtaining values of 1:4 1013eVm for a 20 nm
wide GaAs/InGaAs quantum well.14
Gallium nitride is an interesting material for spintronics
since long spin relaxation time was observed in this mate-
rial15 and is a good candidate to use in the development of
spintronic devices. In bulk wurtzite semiconductors, there
are two bulk inversion asymmetry effects that affect the spin
orientation by SOI; one is the Dresselhaus effect, which is
related to a k3 term and the other is a wurtzite structure
inversion asymmetry (WSIA) related to a linear k term. In
strained AlGaN/GaN heterostructures, the WSIA linear term
is related to the piezoelectric polarization at the interface and
is more than five times larger as compared to zinc blende
AlGaAs/GaAs structures. It causes electric fields of up to 3
MV/cm (Refs. 16 and 17) and can be characterized by the
coefficient aWSIA. In a c-axis oriented wurtzite structure
2DES, both cubic and linear terms related to BIA
(Dresselhaus and WSIA effects) effects have the similar
terms in the SOI Hamiltonian, and both are proportional to
ðrxky  rykxÞ. The spin-orbit Hamiltonian of a 2DES con-
fined in an AlxGa1xN/GaN heterojunction can be written as
a)Electronic mail: roberto.cangas@upm.es
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aR þ aWSIA þ cWZ

bhk2z i  k2k

ðrxky  rykxÞ; (1)
where aR is the Rashba parameter due to the SIA induced
by an external electric field on the heterostructure, aWSIA is
the WSIA coefficient related to the intrinsic piezoelectric
field, b ¼ 4 for an ideal wurtzite, and cWZ is the wurtzite
Dresselhaus term.18 Measured values of the linear and cubic
terms have been made by Cheng et al.,19 obtaining the val-
ues aWSIA ¼ ð5:0 60:3Þ  1013eVm and cWZ ¼ ð1:660:6Þ
 1031eV m3. In the case of strong confinement of carriers
in QW, we can consider hk2z i  k2k, where hk2z i  ðp=dÞ
2
.
Hence, the spin-orbit Hamiltonian can be expressed by
HSO ¼ aef f ðrxky  rykxÞ; (2)
where
aef f ¼ aR þ aWSIA þ cWZbhk2z i: (3)
When an external magnetic field is applied in the ẑ direction
perpendicular to the 2DES confined in the heterostructure,
the global Hamiltonian is
H ¼ ð~p þ e~AÞ2=2m þ 1=2ðglBÞ þ aef f ðrxky  rykxÞ; (4)
where ~p is the generalized momentum, ~A the magnetic
potential vector, ~B the external magnetic field, g the Lande
factor, m the electron effective mass, l the Bohr magneton,
and e ¼ jej the electron charge. The energy eigenvalues20 of
Eq. (4) become




















with s ¼ 6 for NL ¼ 1; 2; 3; ::: and s ¼ þ for NL ¼ 0, m0 is
the free electron mass, and x ¼ eB=m. The states given by
Eq. (5) are highly degenerate, with a degeneracy21 of




is the magnetic length. If we
compare Eq. (4) with the spin-up and spin-down energy
states associated with a conventional Landau level (LL) NL








In this work, we compute and analyse the electrical mag-
netoresistance (magnetoconductance) of a 2DES confined in a
wurtzite AlxGa1xN/GaN heterostructure, under quantum
Hall effect (QHE) conditions (at low temperature and high
mobility), where the SOI effects (BIA and SIA) are taken into
account by means of the effective Rashba parameter aef f , and
we reproduce the experimental values obtained by Lo et al.,22
where it has been measured at 0:38 K, the magnetoresistivity
of 2DES confined in a wurtzite Al0.22Ga0.78N/GaN hetero-
structure. The model that we proposed is a simple one-
electron semiclassical theory, which explains not only the
Shubnikov de Has (SdH) oscillations of the magnetoresistance
but also the integer QHE, explaining the plateaux of the Hall
magnetoresistivity (magnetoconductivity).6 The model is
based on two assumptions:23 first, the existence of a flow of
carriers from/to the QW to/from the heterostructure where it is
immersed (the heterostructure behaves as a “source/drain” of
charges), and where long relative variations in the 2DES car-
rier concentration occur with negligible variations in the 3D
carriers’ density of the environment; second, external mag-
netic fields and/or SOI break the spin degeneration, splitting
the 2DES into two independent 2DESs, one with parallel spin
and the other with antiparallel one. The first assumption pro-
vides a constant value of Fermi level in the 2DES, even when
the 2D carrier concentration changes when the applied mag-
netic field varies. The second assumption leads us to consider
the electron system as the sum of two 2DES independent spin
subsystems.
The density of states (DOSs) of the 2DES is a crucial
magnitude for the obtention of the magnetoconductivity (mag-
netoresistivity). At zero magnetic field, the SIA spin-orbit spin
split energy of the carriers confined in a QW are Eð~kÞ
¼ Ei þ lck2k6 a kk, where Ei ði ¼ 1; 2; …Þ are the sub-
bands’ energy level of the QW, and lc ¼ h2=ð2mÞ. The DOS



















The DOS converges to the constant value D0 ¼ m=ð2ph2Þ
(no spin degeneration is considered) when aef f tends to zero.
In a QW with two filled sub-bands with energies E1 and E2,
immersed in an applied external magnetic field (or immersed
in an induced magnetic field created by SOI), the 2DES can
be considered as the sum of four 2DESs, everyone related to
the E1 ", E1 #, E2 ", and E2 # sub-band states, where the
arrows denote the spin orientation (parallel " or antiparallel #)
with respect to the magnetic field. Hence, the whole DOS of







Figures 1(a)–1(c) show the evolution with the magnetic field
of the whole DOS and the related DðEÞis for an electron sys-
tem confined in a Al0.22Ga0.78N/GaN QW with two sub-
bands (with energies E1 and E2) filled with carrier concentra-
tions of n1 ¼ 8:0 1016m2 and n2 ¼ 2:0 1016m2. The
Rashba parameter is aef f ¼ 5:0 1012eV m and the effec-
tive Lande factor g ¼ 2.
Figure 1(a) shows the DOS when only the SOI breaks the
spin degeneration (no external magnetic field is applied).
DðEÞis is computed by Eq. (6). The spin up (down) states of
the first sub-band are blue (red) colored plot and are denoted
by DðEÞ 1þ and DðEÞ 1. The DOSs of the second sub-band
are denoted by DðEÞ 2þ (blue) and DðEÞ 2 (red). The whole
DOS is plotted in black bold line and is calculated by Eq. (7).
When a magnetic field is applied, the DOS can be com-
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where EsiNL ¼ Ei þ E
s
NL
, and CNLs is the level broadening,
which is strongly dependent on the range of scattering poten-
tials. The density of states also can be modeled by means





fp CNLs=½ðEF  EsiNLÞ
2 þ C2NLsg. Here, we only consider
short range scatters and we use the expression24 CNLs




Þ, where C0 and j are fitting parameters. We
assume the Dyakonov–Perel relaxation mechanism, which
describes the spin relaxation of free electrons.25,26 Due to the
formation of Landau Levels in the systems, the density of
states DðEÞis of each 2DES becomes a shape like a “comb,”
where the pinned “tooth” are related to the EsNL energies and
the levels’ broadening is related to CNLs. The width of the
energy level is computed with C0 ¼ 0:005 EF (EF is the
Fermi energy), and j ¼ 1 in Figures 1(b) and 1(c).
The maxima values of the DOS oscillations occur when
there is coincidence of the energy levels of the different spin







L) in every sub-band, and also when there is coinci-
dence of the energy levels between the two sub-bands. The
minima occur when there is coincidence of minima values
between sub-bands, and the DOS nodes occur when there is
no coincidence of energy levels. As the magnetic field grows,
the adjoining LLs are moving away from each other in the
electronic subsystem, and vary the coincidence of levels with
the other subsystems. At the same time, all the LLs move to
Fermi level. The electric conduction depends on the value of
the DOS at Fermi energy (EF), and hence depends on the car-
rier concentration computed at EF; hence, the variation of the
DOS at Fermi level is responsible for the magnetoconduction
oscillations. The longitudinal magnetoconductance depends
on the value of carrier concentration at Fermi level “nF,” and
the Hall magnetoconductance depends on the 2DES whole
carrier concentration “n.” Both carriers’ concentration are
computed with the density of states described by Eq. (8). In
the model, with two filled sub-bands and with two spin-
oriented 2DES in each sub-band, the carrier concentrations









As the applied magnetic field grows, the whole carrier
concentration “n” and the carrier concentration “nF” com-
puted at Fermi level, both oscillate around a constant value
computed at zero magnetic field, and hence oscillates the
magnetoconductivity.
The electric current (j) is related to the applied electric







is the magnetoconductivity, with tensor components
























where sis is the relaxation time in each 2DOS subsystem.
Then, the current density for the two sub-band problem can
be expressed
j ¼ ½rE ¼ ðj1 þ j2Þ" þ ðj1 þ j2Þ#: (11)
The magnetoresistivities are obtained by the relationship
between tensors ½q¼½r1, with components qxx¼qyy¼rxx=
ðr2xxþr2xyÞ and qxy¼qyx¼rxy=ðr2xxþr2xyÞ.
We reproduce with this model the magnetoresistivity
(SdH oscillations beating pattern) obtained experimentally
by Lo et al.22 in a 2DES confined in a Al0.22Ga0.78N/GaN
QW. In the experiment, the carrier concentration varies
when the sample is illuminated at T 	 0:38 K (persistent
photoconductivity effect27). The carrier concentration grows
with the illuminating time and is persistent even after the
light is turn out. The first and second sub-bands are partially
filled in the QW. The authors obtain the value of the sub-
bands’ carrier concentration using the Fourier transform
method. Figure 2 shows the magnetoresistivity (SdH oscilla-
tions) obtained with our model, computed with the experi-
mental input data from Ref. 20 and the theoretical data
shown in Table I. The plots a, b, c, and d in Fig. 2 are the
SdH oscillations computed when the sample is illuminated at
a time of 3, 1153, 2593, and 3193 s, respectively, whose
physical parameters are related to Ref. 22. In order to fit the
computed magnetoresistivity to the experimental values, we
FIG. 1. Density of states (black line) of a 2DES with two sub-bands at three
values of magnetic field (Fig. 1(a) at 0 T, Fig. 1(b) at 2 T, and Fig. 1(c) at 10
T). Blue (dotted line) and red (dashed line) lines are related to the spin-up
and spin-down subsystems in each sub-band.
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guess values of aef f close to the experimental ones. Figure 2
shows how the nodes are moving to higher values of mag-
netic field as aef f increases. The number of nodes and their
position depend on several parameters such as aef f , g factor,
magnetic field, and the carrier concentration. The position of
the nodes does not depend on the kind of function used to
model the DOS (Gaussian or Lorentzian). However, the
width CNLs of the levels is important in the definition of SdH
oscillations and nodes, due to the overlapping of the levels
as CNLs grows. In this model, we use





When the first sub-band has a population much greater
than the population of the second sub-band (i.e., n1  n2),
the position of the nodes mainly depends on the first sub-
band. The nodes of the SdH oscillations appear in the region
of magnetic field where there is no coincidence of spin-up
and spin-down energy levels in the DOS at Fermi energy.
This occurs when a spin down LL is in between two adjoin-
ing LLs spin up (or a spin up LL is located in between two






where N ¼ NL þ 1; NL þ 2;… depends on the node position,
corresponding N ¼ NL to the last node, N ¼ NL þ 1 the pre-
ceding node, etc. When we apply Eq. (12) only in the first
sub-band, the influence of the second sub-band is negligible.
The maxima (minima) value of SdH oscillations occur when
there is coincidence of levels, i.e., when3 EþNL ¼ E

N . Figure 3
shows a fan of energies computed with Eq. (5) for the first
sub-band, using the data from row “b” of Table I, where LLs
from NL ¼ 30 to 50 are shown. Red dashed lines are related
to ENL energies and black line to E
þ
NL
ones. Two nodes are
observed in Fig. 2 “b” at values of the magnetic field close to
5:4 Tand 2:9 T, and Eq. (12) is fulfilled when NL ¼ 34 and
NL ¼ 62, respectively. At values around 4 T coincidence of
levels at Fermi level exists, and maxima (and minima) values
of magnetoresistivity appear, related to the indexes near to
NL 	 45.
Figure 4 shows the theoretical values of Hall magnetore-
sistivity and SdH oscillations with the data of Table I “d”,
where both sub-bands are taken into account to compute the
magnetoresistivities. The value of qxy shown in y-axis is the
magnetoresistivity expressed in Klitzing resistance units
(h=e2 ¼ 25818:2 X). Small or lack of oscillations at values
of the magnetic field where the nodes appear can be appreci-
ated. At values of the magnetic field where minima (max-
ima) values of SdH oscillations occur, the quantum Hall
plateaux appear.22 The node that appears close to 4:7T is
related to NL ¼ 39 (N ¼ 41), and Eq. (12) is fulfilled when
aef f ¼ 4:0 1012eV. The Hall magnetoresistivity has a
FIG. 2. SdH oscillations beating patterns obtained from a 2DES confined in
an Al0.22Ga0.78N/GaN QW. The input data are shown in Table I.
TABLE I. Figure 2 input data.
n1 ðm2Þ n2 ðm2Þ C0 ðeVÞ aef f ðeVÞ
a 8:75 1016 5:0 1015 3:1 104 1:0 1012
b 8:87 1016 7:5 1015 3:2 104 2:5 1012
c 8:97 1016 7:5 1015 3:2 104 3:7 1012
d 9:03 1016 7:5 1015 3:3 104 4:0 1012
FIG. 3. Energy fan obtained with data from Table I “b” and Ref. 20, where
it is shown LLs from NL ¼ 30 to NL ¼ 50. Red dash lines are related to ENL
and continuous black lines are related to EþNL energy levels. At a field values
around 4 T, there is coincidence of levels at Fermi energy, and at B 	 5:4 T,
there is no coincidence. The Fermi level is computed by EF ¼ ph2n1=m.
FIG. 4. Hall magnetoresistivity and SdH oscillations computed with experi-
mental values from Table I “d”. Right Y-axis shows the Hall magnetoresis-
tivity in Klitzing constant units (h=e2 ¼ 25818:2 X).
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significant variation when one or two sub-bands are taken
into account.
We assume that the variation of aef f at different illumi-
nation times is related with the variation of the carrier con-
centration, i.e., due to the value of hk2Fzi, and hence on the
width of the QW.
To summarize, the spin-orbit interaction in semiconductor
heterostructures may play an important role in the transport
properties, and hence in the development of spintronic devices.
The magnitude of this interaction is obtained by means of a
simple semiclassical modified model. In this paper, we have
modeled the magnetoresistivity of a 2DES confined in a wurt-
zite Al0.22Ga0.78N/GaN QW, using the experimental data from
Ref. 22, obtained by comparison with experimental data, a pre-
cise value of the spin-orbit Rashba parameter. We have take
into account the fact that the carriers that populate the QW
sub-bands are immersed in an external magnetic field, and also
in an internal magnetic field induced by SOI. The model is
described in this paper, where the concept of independent
2DES confined in the QW with different spins, and hence in-
dependent spin currents j" and j# in Eq. (11), is used. The posi-
tion of the nodes in the SdH beating pattern allows us to
deduce the value of spin splitting, and hence the SOI parame-
ters. The model also computes the Hall magnetoconductivity,
as the sum of the 2DES independent magnetoconductivities.
The quantum Hall plateaux of the magnetoresistivity are
obtained from the obtained values of magnetoconductivity.
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In this paper, we review the contribution of the Rashba spin–orbit coupling to the magneto-
conduction of a two-dimensional electron system (2DES) con¯ned in an inversion layer under
quantum Hall regime (low temperature and low defects and impurities). The study is based on a
semi-classical model for the magnetoconductivities of the 2DES. This model reproduces the
measurements of the Shubnikov-de Haas (SdH) oscillations obtained in systems con¯ned in III–V
heterostructures, and also the quantum Hall magnetoconductivity (magnetoresistivity). We also
discuss the Rashba and Zeeman competition and its e®ect on the magnetoconductivity.
Keywords: Rashba spin–orbit coupling; quantum hall e®ect; Shubnikov-de Haas oscillations;
InGaAs/InAlAs heterostructure.
PACS Nos.: 73.43.Cd, 73.43.Qt, 71.70.Ej, 72.25.Dc.
1. Introduction
1.1. Two-dimensional electro system
Currently, it has reached nanometer resolution,
even angstrom resolution, in the manufacture of
electronic devices. The epitaxial growth allows get-
ting structures where it is possible for the con¯ne-
ment of electron systems in one direction, where a
new quantum physics appear. When the con¯ne-
ment length is lower than \de Broglie wavelength",
the electron system has a bi-dimensional behavior.1
The quantum behavior of this two-dimensional
electron system (2DES) can be measured macro-
scopically. One of the most amazing e®ect observed
when it measures the magnetoconduction of the
2DES is the quantum Hall e®ect (QHE). The dis-
covery of the QHE took place in 1980 by Klitzing
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of a 2DES at low temperatures.2 One of the most
signi¯cant characteristics of the QHE is the ap-
pearance of quantized values of the Hall magneto-
resistance (HALL) at some values of the applied
magnetic ¯eld, namely






where h is the Planck constant, e is the electron
charge and i is an integer number.The 2DES is placed
on the ðx; yÞ plane and a magnetic ¯eld is applied
normal to the plane. This result is independent of the
material which is used to con¯ne the 2DES. On the
other hand, the second characteristic measure, in this
case associated with the Shubnikov-de Haas (SdH)
oscillations, is the appearance of values close to zero of
the diagonal magnetoresistance xx, observed at
values of magnetic ¯eld coincidents with the ap-
pearance of quantized values of xy.
There is the possibility of controlling not only the
charge, but the orientation of the spin of electrons
through a magnetic (or electric) ¯eld which leads to
a recent discipline3: the \Spintronic". In 1990 Datta
and Das4 proposed a transistor using the control of
the spin polarization of electrons by means of an
electric ¯eld [spin–orbit interaction (SOI)]. In the
device designed by Datta and Das the spin polarized
electrons are injected (in the 2DES formed in the
channel under the gate contact) and collected by the
ferromagnetic electrodes. The basic idea of this de-
vice is the control of the electron spin orientation
tuning the gate voltage, and hence to control the
charge current involved. One of the determinant
factors that a®ect the developing of the spintronic is
the SOI.
Anexample of 2DES is the con¯ned electron system
in the quantum well (QW) formed in the junction
SiO2–Si of aMOSFET [Figs. 1(a) and 1(b)].The depth
and width of the QW, and hence the carrier concen-
tration, can be controlled with the gate potential.
Other way of con¯nement is in the QW formed in
the heterojunction of III–V semiconductors5 such as
GaAs–AlGaAs. In both kind of con¯nement, the
QW can be modeled as a triangular in¯nite well,6
with subbands energy levels Ei ¼ ð}
2
=ð2mÞÞ1=3
½ð3=2ÞjejEði 1=4Þ2=3, where i ¼ 1; 2; 3; . . . is the
subband index, e is the electron charge, E is the
electric ¯eld, m is the e®ective mass of the carriers
and } ¼ h=2. If the carriers are con¯ned in the z-
axis, and can move freely in the ðx; yÞ plane, the
energy is obtained by the expression
E ¼ Ei þ }2k2=ð2mÞ; ð2Þ
where kðkx; kyÞ is the two-dimensional (2D) wave
vector. The 2DES is formed by the sum of the
electron subsystems related to subbands with energy
Ei. The density of states (DOS) of the 2D sub-




; Ei  E  EF ; ð3Þ
where EF is the Fermi level. The DOS expression
takes into account the spin degeneration (two car-
riers with the same energy and with spin-up and


















Fig. 1. (a) Two-dimensional electron system con¯ned in a MOSFET device and (b) QW formed by the curvature of the bands due
to the continuity of the Fermi level.























































Figure 2(a) shows the dispersion relation [Eq. (2)]
of the subsystems that forms the 2DES, and
Fig. 2(b) shows the DOS of the 2DES. The whole
2DES carrier concentration is related to the Fermi
level by the identity








where f0ðEÞ ¼ 1=½expfðE EF Þ=ðKT Þg þ 1 is the
equilibrium Fermi distribution function. At tem-
perature close to zero, Eq. (4) has the form:
n ¼ n1 þ n2 ¼
m
}2





In systems, where only the ¯rst energy subband
is occupied, and assuming E1 ¼ 0 as zero energy
reference, the Fermi level is computed by the
expression8 EF ¼ KT ½logðexpf}2n=ðkTmÞgÞ  1
relative to each subband. At temperatures close to
zero the Fermi level is expressed by the expression
EF ¼ }2n=m.
2. Two-Dimensional Electron System
with Spin–Orbit Interaction
As we said before, the manipulation of the spin
allows the developing of a new family of devices
where the orientation of the spin is a new variable.
An electron that moves with a velocity v in the
presence of an electric ¯eld, feels an e®ective mag-
netic ¯eld B ¼ vE=c2, leading to the SOI. In
semiconductor heterostructure devices (AlGaAs/
GaAs, InGaAs/InAs, InGaN/GaN), one of the
causes of the change of the spin orientation is due to
the SOI, created by the built in potential formed by
the structure inversion asymmetry (SIA) of the
heterojunction where resides the 2DES. This po-
tential can be modi¯ed externally by the gate con-
tact. This SOI e®ect due to the SIA is known as
Rashba e®ect.9,10 On the other hand, when the
crystal has noninversion symmetry, the electrons are
submitted to an intrinsic electric ¯eld dependent of
their crystal directions, what implies the modi¯ca-
tion of the spin orientation by an intrinsic SOI. This
kind of interaction11,12 is called Bulk Inversion
Asymmetry (BIA), and is observed in materials like
AlGaAs. (Blend type) or GaN (Wurtzite type). Based
on these SOI e®ects, Nitta20 and Schliemann et al.25
proposed the development of ¯eld e®ect transistor
devices, where the control of the spin of electrons is
achieved by means of the gate electric ¯eld.
The Hamiltonian of electrons con¯ned in a QW





For a 2DOS con¯ned in the QW in a hetero-
junction formed by III–V materials, where [001] is



















































Fig. 2. (a) Dispersion relation of the two electron subsystems con¯ned in a QW, with energy sublevels E1 and E2 and (b) total
density of states (in relative units to Do ¼ m=ð}2Þ) of the two electrons subsystems con¯ned in a quantum well.























































the con¯nement direction, the SOI Hamiltonian due
to the BIA is13
HBIA ¼ ½hk2ziðkxx kyyÞ þ ðk2ykxx k2xkyyÞ;
ð7Þ
where kx,ky, and kz, are aligned along the directions
[100], [010] and [001] respectively,  is a parameter
that depends on the type of material, and hk2zi 
ð=dÞ2 (d is the width of the well).14,15 In the high
con¯nement approximation16hk2zi >> k2F , and the
¯rst term of Eq. (7) is the most signi¯cant, hence the
expression (7) can be written as HBIA ¼ hk2zi
ðkxx  kyyÞ ¼ ðkxx  kyyÞ. The term  ¼
hk2zi is known as Dresselhauss parameter, and it
depends on the material properties and the quantum
well width.17 The eigenvalues of the Hamiltonian











where  is the angle between the wave vector and
the [100] direction.
On the other hand, the SOI Hamiltonian due to
the SIA of the electrons con¯ned in a QW ([001] is
the con¯nement direction) is
HSIA ¼ ðkxy  kyxÞ; ð9Þ
where  is the Rashba parameter, and i are the
Pauli matrices. The energy of the electrons when





2.1. E®ective SOI magnetic ¯elds
2.1.1. BIA e®ective magnetic ¯eld
In the case of SOI due to the BIA, the orientation of
the electron spin is related to orientation of the ef-
fective magnetic ¯eld, that is obtained relating the
Eq. (7) BIA Hamiltonian with an e®ective magnetic
¯eld Hamiltonian by19 HBIA  ¾ 	BBIA. For a ¯xed
value ofk the energy eigenvalues obtained areEðk; "Þ
and Eðk; #Þ for each spin orientation, and related to
the e®ective magnetic ¯eld through the expression16
Eðk; "Þ  Eðk; #Þ ¼ gBjBBIAðkÞj; ð11Þ
where g is the e®ective g factor. Taking into account
the linear and cubic dependences of (7) with the wave
vector, we can express BBIA as:
BBIAðkx; kyÞ



















The magnitude of BBIA;1 has no dependence on
the direction of k, and BBIA;3 has a maximum value
in the ½110y½110 directions, and is zero in ½100 and
½010 ones.
2.1.2. SIA E®ective Magnetic Field
In the case of SOI due to the SIA, an Hamiltonian
that link the Hamiltonian (9) with an e®ective
magnetic ¯eld19 is









Figure 3 shows the linear and cubic orientation of
the e®ective BIA magnetic ¯eld, and the orientation
of the e®ective SIA magnetic ¯eld, computed at a
¯xed value of jkj.
Experimental values of Rashba and Dresselhauss
parameters, measured in con¯ned 2DES in II–V
materials heterojunctions are   0:7 1011
eVm20,21 and   1:4 1013 eVm,16 respectively.
A theoretical result of the Rashba parameter was
obtained by Andrada et al.,22 which shows that  
E2g (Eg is the gap energy between conduction and
valence bands of thematerial which is con¯ned as the
2DES). Table 1 shows the BIA (linear and cubic) and
SIA e®ective magnetic ¯elds, computed in a 2DES
con¯ned in a III–V QW with d ¼ 10 nm, at values
 ¼ 0:5 1011 eVm and  ¼ 1:5 1013 eVm.
Thewave vector is jkj ¼ 1:78 108 m1, and g ¼ 5.























































The above table data shows that the Rashba
e®ect has more weight than the Dresselhauss e®ect.
On the other hand, the  parameter can be con-
trolled by an external electric ¯eld.23 In the rest of
the document, we will show the e®ect of the Rashba
e®ect on 2DES, neglecting the Dresselhaus e®ect.
The eigenvalues of Eq. (9) when only Rahsba
e®ect is present are:
E ¼ Ei þ
}2
2m
k2  k: ð17Þ














p ; E < Ei;
ð18Þ
Table 1. BIA (linear and cubic) and SIA e®ective magnetic ¯elds.
BðT Þ BBIA1 ðBBIA1x;BBIA1yÞ BBIA3 ðBBIA3x;BBIA3yÞ BSIA ðBSIAx;BSIAyÞ
Direction
½110 (0.16, 0.16) (0.03, 0.03) (5.4,-5.4)
½100 (0.23, 0) (0, 0) (7.7, 0)














































Fig. 4. (a) Dispersion E versus k plot of the 2DES a®ected by Rashba SOI. From Eq. (20). Red and blue branches are related to the
carriers with opposite spin directions and the same k vector and (b) Density of states of the 2DES from Eq. (21). DðEÞ and DðEÞþ










Fig. 3. E®ective magnetic ¯eld orientation due the BIA (linear and cubic) and SIA SOI.























































where D0 ¼ m=ð}2Þ, and Ei is the energy level of
the i subband. Due to SOI, each state of momentum
k has two values of the energy, corresponding to the
parallel–antiparallel spin orientations. Figure 4(a)
shows the dispersion relation (k;E) [Eq. (17)], where
two branches are plotted for a k direction. The
arrows show the spin-up (blue) and the spin-down
(red). Figure 4(b) shows the normalized DOS. The
DOS has been computed as the sum of two inde-
pendent systems, with energy carrier E and Eþ,
respectively. It is assumed a 2DES con¯ned in the
¯rst subband of the well, and with the zero reference
E1 ¼ 0. The 2DES used parameters to compute
the energy and the DOS in the ¯gures are
ne ¼ 1:5 1016 m2,  ¼ 1011 eVm, and an e®ec-
tive mass m ¼ 0:05m0.
Hence, using the relation (4) and the DOS (18),
and taking into account that EF ¼ ð}2=mÞne
2m=}2, the carrier concentration of the 2DES






















is the carrier concentration related to the two in-
















n ¼ jneþ  nej:
ð20Þ
This relation is useful to compute the Rashba
parameter. The carrier concentrations neþ and ne
can be obtained from measures of magnetoresistance
(Shubnikov-de Haas oscillations).24
3. Two-Dimensional Electron System
Immersed in a Magnetic Field
When a magnetic ¯eld B is applied normal to the
2DES, the energy of the carriers becomes quantized
in \Landau levels" (LLs), and the spin degeneration
is broken by the Zeeman e®ect. The energy of the
carriers that ¯lled the \i" subband or the QW is
computed by







where N ¼ 0; 1; 2; . . . is an integer number, ! ¼
eB=m is the cyclotron frequency, g is the Lande
factor (g ¼ 2 for the free electron) and B the Bohr
magneton. The factor s ¼  takes into account of
each spin orientation in order to compute the Zee-
man energy. The theoretical DOS related to every
Landau level is determined by the valueD0 ¼ eB=h.
In a real 2DES where impurities, defects and pho-
nons perturbed the carriers, the DOS can be mod-

















where Ns is related to the width of the LLs.
Another spread function approach for the DOS
is the lorentzian shape (Shoenberg 1984). However,
in the heterostructures formed by III–V compounds,
the best approach to the experimental results
of the SdH oscillations is determined by assuming
the gaussian shape for the LLS. The width of the
LLs has a dependence with the magnetic ¯eld by




. When the system con¯ned in



















In the case of only two occupied subbands, the whole
2DES can be viewed as four subsystems, two spin-up
(s ¼ þ) and spin-down (s ¼ ) systems occupying
the ¯rst subband (i ¼ 1) and another two systems
with spin-up and spin-down orientation occupying
the second subband (i ¼ 2).
Figure 5 shows the whole DOS (black line) of the
2DES con¯ned in two subbands of the QW, where
E1 ¼ 0 eV and E2 ¼ 0:04 eV. Red and blue lines are
related to the spin-up and spin-down subsystems in
both subbands. The applied magnetic ¯eld has a
value of 2T. The Fermi level is EF ¼ 0:056 eV and
the width of the LL was obtained from the expres-




, with 0 ¼ 0:005
EF and 	 ¼ 1012 s. The carrier e®ective mass is
0:05m0 and the e®ective g factor is 6. The carrier
concentration of the whole 2DES is obtained by the
sum of the carrier concentrations that ¯lls each
subband. On the other hand, as the carriers in
the subbands are spin-up ð"Þ and spin-down ð#Þ



























































DðEÞf0ðEÞdE ¼ ne1" þ ne1# þ ne2" þ ne2#;
ð24Þ
i.e., the 2DES con¯ned in a QW, occupying two
subbands and immersed in a magnetic ¯eld, can be
treated as four \two-dimensional systems" with
DOS given by Eq. (23) and carrier concentrations
given by Eq. (24). The factor f0ðEÞ is the equilib-
rium Fermi distribution.
If the Rashba SOI is present, the energy of the
carriers are given by25,26















N ¼ 1; 2; 3; . . . ; s ¼ 
Ei0 ¼ Ei þ
1
2
ð}! gBBÞ; N ¼ 0:
ð25Þ
Figures 6(a) and 6(b) show the density of states
of a 2DES immersed in a magnetic ¯eld when  ¼ 0
and  ¼ 1011 eVm, respectively. The data used to
compute the DOS are the same, that it used to plot
Figs. 4(a) and 4(b), where only the ¯rst subband is
¯lled, with a reference value E1 ¼ 0. The e®ective
Lande factor is g ¼ 6. The value of the magnetic
¯eld is B ¼ 2T . Red and blue lines in Fig. 7 corre-
spond to spin-up (DðEÞs¼þ) and spin-down
(DðEÞs¼) DOS, and therefore to spin-up and spin-
down subsystems. In Fig. 6(a), the energy splitting
of the LL has a constant value of gBB (Zeeman
energy). In Fig. 6(b), the energy of the LL is given
by Eq. (25), and the splitting of the LLs varies not
only with the external magnetic ¯eld (Zeeman















Fig. 5. Density of states normalized of a 2DES con¯ned in a
QW with two occupied subbands and immersed in a 2T mag-
netic ¯eld (color online).





























Fig. 6. (a) Density of states of a 2DES immersed in a magnetic
¯eld when only Zeeman e®ect exists (red and blue lines are
related to spin-up and spin-down subsystems DOS) and (b)
Density of states of a 2DES immersed in a magnetic ¯eld where
Rashba and Zeeman e®ects are present. (red and blue lines are
related to spin-up and spin-down subsystems DOS) (color
online).























































e®ect), but also varies with the Rashba parameter
and the LL index. The whole DOS DðEÞ is a mod-
ulated function due to the sum of the two spin
subsystems DOS.27,28
4. Magnetotransport
In the semi-classical model that we present, the
electron is described by means of a wave packet29:
 ðr; tÞ ¼
X
k 0






Gðk 0Þ  0; jk 0  kj > k;
ð26Þ
where r and }k are the expected values of the spatial
coordinate and momentum, respectively. The time
evolution of this variables when the magnetic and
electric ¯elds are applied, is given by the equations
dr
dt








¼ ðeÞ½Eðr; tÞ þ vðkÞ B; ð28Þ
where ElðkÞ is the energy of the carrier in the \l "
band. The force F that feels the carrier must satisfy

F << hEi, where 
 ¼ 2=k is the de Broglie
wavelength. Also it must ful¯l the condition !	 > 1
in order to make sense of the concept of electronic
orbits, where 	 is the carriers relaxation time.
When an external magnetic ¯eld is applied
normal to the 2DES placed in the (x, y) plane,
the density of current is obtained by Ref. 30
jðr; tÞ ¼ e
R
vðkÞfðkÞDðEÞdE, where fðkÞ is the
distribution function when both electric and mag-
netic ¯elds are applied. The electric conduction
obeys the Ohm's law, and the current is related to
the electric ¯eld by j ¼ ½E, where ½ is the con-












































Fig. 7. (a) DOS computed a 3T (blue line), 3.3 T (black line) and 3.6T (dotted line) and (b) Hall (blue line) and diagonal
magnetoresistances (color online).























































is the nonequilibrium carrier concentration, f0 is the
Fermi distribution function. At temperatures close
to zero K, the nonequilibrium term can be computed
by the approximation32 NeðBÞ ¼
R1
1 DðEÞEðE
EF ÞdE ¼ DðEF ÞEF , where ðE  EF Þ is the delta
function. The tensor of the magnetoresistivity is
obtained by the relation ½ ¼ ½1, whose compo-
nents are









On the other hand, the model is based on two
assumptions27,31: ¯rst, the existence of a °ow of
carriers from/to the QW to/from the hetero-
structure where it is immersed (the heterostructure
behaves as a \source/sink" of charges), and where
long relative variations in the 2DES carrier con-
centration occur with negligible variations in the 3D
carriers density of the environment; second, external
magnetic ¯elds and/or SOI break the spin degener-
ation, splitting the 2DES into two independent
2DESs, one with parallel spin and the other with
antiparallel one. The ¯rst assumption provides a
constant value of Fermi level in the 2DES, even
when the 2D carrier concentration changes when the
applied magnetic ¯eld varies. The second assump-
tion leads us to consider the electron system as the
sum of two 2DES independent spin subsystems.
The DOS DðEÞis given by Eq. (23). When only
the ¯rst subband is occupied in the QW, as the
applied magnetic ¯eld increases, the number of LLs
with energy lower than Fermi energy decreases. On
the other hand, the degeneracy of each LL increases
(eB=hÞ, therefore, also increases the carrier concen-
tration in the 2DES.When all the LLs are fully ¯lled,





where \i" is the number of the unfolded33 LLs (one
LL for each spin orientation), also called \¯lling
factor". Therefore, as the magnetic ¯eld grows, the
factor \i" decreases and the carrier concentration
varies, °uctuating around the value ne0 measured at
zero magnetic ¯eld. The term Ne is related to the
carrier concentration at Fermi level, and varies
strongly when the LLs crossing the Fermi level.
At high magnetic ¯elds where !	  1, the Hall













where h=e2 ¼ 25812:8 is called the Klitzing
constant.2,34
Figure 7(a) shows the evolution of the DOS
(normalized) of a 2DES subjected to three magnetic
¯elds: 3T (blue line), 3.3T (black line) and 3.6T
(dotted line), respectively. The density of states is
calculated using data from a real electron system at a
temperature of 20mK, where the initial carrier con-
centration (at zero magnetic ¯eld) is 8 1015 m2.
The e®ective mass of the carriers is m ¼ 0:05 m0
and 	 ¼ 1012 s is the relaxation time. The width
of the LLs is N ¼ 0:018 EF (EF ¼ 0:038 eV), and
g ¼ 6 is the e®ective g-factor.
Figure 7(b) shows the diagonal (xx) and Hall
(xy) magnetoresistivities of the system at values
of the magnetic ¯eld between 2 T and 5 T, cal-
culated with the data cited above. Under these
conditions, when the value of the magnetic ¯eld
is 3 T, the DOS has ¯ve Landau levels (each
unfolded by Zeeman e®ect) and a part of the
sixth LL below the Fermi level, in this case xx;
xy 6¼ 0 and . When the magnetic ¯eld is 3.3 T,
¯ve unfolded LLs are below EF , and the ¯lling
factor is i ¼ 10 and the value of the Hall mag-
netoresistance is xy ¼ h=ð10e2Þ ¼ 25:8128, the
diagonal magneto resistance has a zero value,
since there is no carriers at Fermi level (at this
point, it is said that the system is in quantum
Hall regime). While there are no electrons in the
Fermi level, the value of xy is constant, showing
a plateau in the graph xy versus B. At B ¼ 3:6
T, the ¯rst peak of the unfolded ¯fth LL crosses
the Fermi level, and at this value of the ¯eld, xy
grows and xx has a maximum.
When the 2DES is con¯ned in a QW where two
subbands are ¯lled, each subband energy level can
be considered as a pocket that contains two inde-
pendent 2DES, with spin parallel and antiparallel to
the magnetic ¯eld. The magnetoconductivity is






























































where the components of ½ are























The equilibrium carrier concentration neis and
relaxation time 	is corresponds to the QW energy
level Ei and \s ¼ " denotes the unfolded LL and
therefore the spin orientation. The whole 2DES
concentration is computed by Eq. (24). The non-
equilibrium carrier concentration Neis computed at
Fermi level is obtained by the expression (33). In
both cases the DOS is given by Eq. (23). The Ohm's
law can be written as j ¼ ½E ¼ ðj1 þ j2Þ"þ
ðj1 þ j2Þ#, where four currents are involved in the
electric conduction.
In order to test the model, we obtain the mag-
netoresistivity of a 2DES con¯ned in an inverted
modulation doped In0;52Al0;48As/In0;53Ga0;47As/
In0;52Al0;48As QW structure grow on a Fe-doped
(100) InP substrate. The electron system is con¯ned
in the undoped In0;53Ga0;47As layer of 20 nm thick-
ness. A gate electrode was made on the top of the
structure. Can-Ming Hu et al.35 have done mea-
surements of the carrier concentration and magne-
toresistivity (SdH oscillations) at various values of
gate voltage Vg on this 2DES. One or two subbands
are occupied depending on Vg. This model repro-
duces the experimental SdH data when one or two
subbands are occupied, and compute the magneto-
conductivity of each subband and the Hall magne-
toresistivity, showing in both cases the \plateaux"
when the system is in quantum Hall regime. The
2DES is also a®ected by Rashba SOI. Table 2 shows
the experimental data35 used as input parameters
in the magnetoconduction model. Other parameters
are: e®ective mass m ¼ 0:05 m0, relaxation time
	 ¼ 1:0 1012 s, e®ective g factor36g ¼ 4, and the





The computed energy subband levels are E1 ¼ 0:0
eV (taken as reference zero), E2 ¼ 0:09 eV, and the
Fermi level EF ¼ 0:13 eV.
The data ne1 and ne2 in Table 2 correspond to the
equilibrium carrier densities of the ¯rst and second
subbands respectively, measured at zero magnetic
¯eld. When B 6¼ 0, the energy degeneracy is broken,
therefore the carrier densities are:
ne1ðBÞ ¼ ne1ðBÞ þ ne1þðBÞ;
ne2ðBÞ ¼ ne2ðBÞ þ ne2þðBÞ
ð40aÞ
and the whole carrier concentration is obtained by
neðBÞ ¼ ne1ðBÞ þ ne2ðBÞ: ð40bÞ
The carrier densities at Fermi level are computed
by Eq. (32) and
Ne1ðBÞ ¼ Ne1ðBÞ þNe1þðBÞ;
Ne2ðBÞ ¼ Ne2ðBÞ þNe2þðBÞ
ð41aÞ
and the whole carrier concentration at Fermi level is
NeðBÞ ¼ Ne1ðBÞ þNe2ðBÞ; ð41bÞ
where  refers to the parallel/antiparallel spin
orientations. Figure 8 shows the carrier densities in
each subband and each orientation of spin, and the
whole concentration, obtained by the sum of the
spin concentrations.
Figure (9) shows the calculated SdH oscillations
(xx), obtained at two values of gate voltage
(Table 1). At Vg ¼ 0:1 eV, only the ¯rst subband is
Table 2. Experimental data from Ref. 35, used to compute
the SdH oscillations.
Vg ðVÞ ne1 ðm2Þ ne2 ðm2Þ 1 ðeVmÞ 2 ðeVmÞ
0.1 2:3 1016 — 0:7 1011 —
1.5 2:7 1016 0:9 1016 0:6 1011 0:6 1011
Fig. 8. Carrier concentrations in each subband and each spin
orientation (þ blue,  red). The whole subband and 2DES
carrier concentration are plotted in black line (color online).























































occupied. The graph looks like a beating pattern
with a node at B  1:8 T. This node is due to
mismatch of the unfolded LLs at this value of the
¯eld, and is a consequence27 of the Rashba SOI. At
Vg ¼ 1:5 eV, the ¯rst and second subband are oc-
cupied. The SdH graph is modulated by an envelope
function due to carriers of second subband.
Figure 10(a) shows the magnetoconductivity
obtained by Eq. (39), where xy1 and xy2 are related
to ¯rst and second subband, respectively. The
magneconductivity has plateaux in each subsystem,
















Magnetoconductivity has a total value




Figure 10(b) shows the Hall magnetoresistivity
(xy) and the SdH oscillations (xx) calculated at a
broad interval of the magnetic ¯eld. The xy pla-
teaus match those obtained in xy.
This model also reproduces the experimental
results obtained by Nitta et al.,23 where they real-
ized several measurements of the diagonal magne-
toresistivity (SdH oscillations) of a 2DES, con¯ned
in an In0:53Ga0:47As/In0:52Al0:48As heterostructure
at 0.4K. A regular Hall bar sample was made with
this structure, where the 2DES is placed in the
In0:53Ga0:47As layer, and it occupies only the ¯rst
subband of energy in the QW. An applied volt-
age Vg on top of device induces a variation on the
Rashba parameter , which is obtained from the no
depositions of SdH oscillations. In fact, they show
that a negative gate voltage increases the electric
¯eld and enhances .
Table 3 shows the data used to compute the SdH
oscillations shown in Fig. 11 at three values of gate
potential. The e®ective mass is m ¼ 0:05m0,
Fig. 9. SdH oscillations computed at two values of gate
voltage, calculated by the data from Ref. 35.
(a)
(b)
Fig. 10. (a) Magnetoconductivities xy1 and xy2 and total
magnetoconductivity xy computed with data of Table 1 and
Vg ¼ 1:5 V and (b) SdH (xx) and Hall magnetoresistivity (xy)
computed with data of Table 1 and Vg ¼ 1:5 V.























































relaxation time 	 ¼ 1:0 1012s, and the width of





g factor36 is g ¼ 4.
The nodes of the oscillations occur in the region of
magnetic ¯eld in which there is no coincidence of
energy levels (unfolded LLs) at Fermi energy. In
fact, it occurs when ðEN;þ þEN1;þÞ=2 ¼ EN 0; 
EF , where N
0 ¼ N þ 1;N þ 2; . . . When EN; ¼
EN 0;
 at Fermi level, the DOS has maxima values
and therefore the SdH oscillations.
5. Conclusion
This model shows the robustness of the ¯rst princi-
ples of solid state physics, and its usefulness in
magnetoconductivity modeling of 2DES as well as
the quasi-classical approximation. The electronic
system has been treated as a set of subsystems be-
longing to di®erent subbands and spin orientations.
The magnetoconductivity is calculated indepen-
dently for each subsystem, showing the Hall
\plateaux" in each subsystem. The magnetor-
esistivity and SdH oscillations are obtained from the
whole magnetoconductivity (obtained by adding the
magnetoconductivities of the subsystems), and
shows the magnetoresistivity \plateaux" for xy and
the zeros and maxima values of xx. The SOI
modi¯es the value of the energy LLs, and it is
manifested experimentally by the appearance of
nodes in the SdH oscillations. The model faithfully
reproduces the experimental results cited in the
Refs. 23 and 35, where the spin–orbit e®ect (Rashba
e®ect) is present.
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